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publication des OEuvres d’Hermite se poursuit da 
es conditions, g race anzele devoue de M. Henry Bo 
ne continue son precieux concours, et aux soil 
iauthier-Villars. 

s Meinoires ici reproduits vont de 1872 a 1880. G( 
commence toutefois par iin travail inedit Sur I'exte 
eorime de Sturm a an systerne d’ equations simidta 
it de la jeunesse d’Hermite, retrouve recemment 
apiers de Liouville. On lira aussi dans ce Tome d 
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diverses valeurs que peu 
lorsqu’en conservant les 
naires quelconques aux 
ainsi qu’en designant par 
de deux equations simult 

valeurs multiples de I’ir 

qui me semblait devoir jo 

/ F' 

dz dans la t 

grand nombre d’autres qu 
se rapportent aux foncti 
m’amenaient encore a cet 
qu’elles n’ouvrent unjoin 
vertes. Mais, arrete a plu; 
semblent bien au-dessus 
jamais donne d’j faire q 
principes que se rattachei 
Memoire. Je dois indiqu 
vertes par M. Sylvester p 
dansletheoremede M. Stu 
comme m’ayant ouvert v 


SUR L’eXTENSION DU THEOREl 


Le determinant de ce systeme sera 
degre m, que nous representerons air 

A = Ao X Ai — H X® A2 - ' 


Coinme le systeme (i) est symetr 
toujours ses racines reelles; cette prof 
pour la premiere fois par M. Cauchy 
inegalit^s seculaires du mouvement 
fondamentale dans ce Memoire. Mais 
velle sous laquelle nous pr^sentons le 
Soit A(i) ce que devient le polyi 
r^quation F(a7 + 0 = o, au lieu de 
de ses variations pour une valeur d 
nombre des racines reelles de I’equali 
prises entre deux limites quelconques 
supposant > ^0 par la diff'^rence cg 
Les coefficients des diverses puissa 
A(i), sontainsides fonctions entieres 
non identique, mais analogue a celui 
M. Sturm et qui conduisent absolumt 
Considdrons en second lieu deux 
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systeme que nous reunirons de la m 


( 0 : 

(2), 

( 3 ), 

( 2 ), 

( 3 ), 

( 4 )) 

( 3 ), 

( 4 ), 

( 5 ), 

(m), 


(m H- 2 


ce qui donne un systeme a m- colon 
sir. Cela pose, retranclions des tei 
quantite )>., et formons le determinai 
nome en \ du degre m- que nous re 

A = Ao H— X Ai — i~ X" Aj 

et qui nous conduira a etendre le tl 
equations simultanees. 

Considerons pour cela les deux ir 
cisse et I’ordonnee d’un point raf 
laires, de sorte qu’a chaque solutior 
que 

OC — Xi 

y =yi 

corresponde un point determine. L’ 


SUR l’eXTEXSION DU THEOREWE DE M. STUI 

11 . La demonstration des theoremes que nous 
cer repose, dans le cas des equations a une inconi 
le cas des equations simultanees, sur I’expression 
racines des deux premiers termes Aq et Aj des for 
d'abord cette recherche pour les equations a un 
suivant la methode propre au second cas et dont 
principe avec plus de facilite. 

La quantite Aq est evidemment la valeur du p 
^ = o; c’est done le determinant du systeme 


Si, 

So, 

S3, 

• , s,„. 

s., 

S3, 

S„ 

• 1 S //!-+- 1 1 

S3, 

S4, 

S5, 

•'< S;,j+2, 

S/,i, 

S/,J 4-1 j 

S/,i-(- 2 , . . 

• , S 2 HI - 1 


Quant a A), il suffit d’un peu d’attention pour 
c’est la soinme prise en signe contraire de tons . 
am — I colonnes que fournit le systeme prec^den 
abstraction d’une colonne horizontale de rang quel 
Sj, 8/4.1, . . ., S/4.„i_2, et de la colonne verticale com 
termes. D’apres cela, si I’on considere le system 
lineaires 

( Si^l -H- -4 -Sj53 H-. . . + 
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Cela pose, nous observerons qii 
auxiliaires j ^2: . • . j sw. on peut r 
tions ( I ) par les deux suivants : 

I Z3 




( 3 ) 

1 ^iZi~^ ? 2 ”i~ •^3 Zs 



et 

i 

Cl = 371 JSi-j- Z2-\- 37^ 53 - 

1 C 2 ““ ^2 "^3 

(3) ( 

1 C 3 = i273^i-Har|4:2-f-a75 53 - 


Zm— ^ ^7n ■^2 


comme on le voit immediatement f 
des quantiles s- b)e la rdsuUe d’abo: 
elementaires de la theorie des deterr 
des determinants relatifs aux equati 
que le second n’est autre que le prt 
X, 370 ^3 . . . ^m’, ainsi, nous avons c( 

I Si S, S3 


SUR l’eXTENSION DU THEOREME DE M. STURM. 

rir a la methode suivante. Introduisant un nouveau s} 
antites auxiliaires rio,*/),, Tjo, . . nous poserons 

Tf]o-f- a7iTf]i-+- r, 2 -+-. . 

71,,-+- .rsTfji-f- a:|Tri2-4-. . 

F'Ca:,) 

. .-t- 

F'Car.,) 

1 

-+- oc,„ 7) 1 4- .r r, J + . . . xZ ~ ' 

F'(^,n) 


) designant la derivee du premier membre de I’equatio: 
: F(^) = o ; raaintenant, si Ton substitue les nouvelles 
yj aux quantiles ^ dans les equations (2), il viendra 



X 

X^ X- 

"4" - . 

•T-71m-1^ F' 


X^ X- 

+ v)i2,f“ 

X^ x^ 

H-. . 

X* 

, .-{- 71;„_1 21, -pT 

XT' 

H“ p7 

+ F 


X^ a?'""*"! 

• F' 

F' 


X^ a7"'+i 

H-. - 

X^ a?*'"-® 

"'Im — 1 jp; 
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les equations (5) prendront la forr 

( 6 ) 

et ne contiendront plus les racine' 
on le voit, le determinant relatif i 

m 1 7?z 1 ) 

ment ( — i) - ; il est d’ailleurs ^ 

relatifs aux sysLemes (a) et (4); 1 
pour determinant celui du syste 

vante que nous voulions obtenir, j 

Ao=( — i) - XiXz...X), 

III. L’introduction des inconnu 
objet de nous conduire a la valeui 
la resolution des equations ( i ) et, 
quantites A et a celle de J’o 
tions (3) peuvent ^tre raises absc 
les equations (6). Multiplions-les 

1 j I 
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a pose, il est facile de voir que la resolutioa des 
(6) donne des resultats de cette forme, savoir : 

= Z//J -+■ W I -4- COj Z/,j_2 -i— . . . -+• to 2 Zo -T- 

— Z;,i_ 1 -+- tOj tOo Z/,[_3 -+- ...-H H-tO ,fi—i Z j , 

= T^m- 2"+" Zm_ 3 -f- tOj Z/„_t-4-. . . -f- Zi, 

= Zo (0 j Z 1 j 

= Zi. 

i quantiles w etant des fonctions rationnelles et entier 
dies (T, et, par suite, des coefficients de I’equation F(.a; 
nc on fait 

Q, (a?) = X^n—\ Qjj x'"--- -4- t 02 a7"‘-3 -H. , .-4- tsi|,^_^x 4- 

QjCa?) = toitr'"-*-i- t02a7'"-*-t-. . (o,n_2, 


Q,n-l(x) = X- -Jr (jiiX to,, 

= tr 4- to,, 

ouvera, par la substitution des quantites 7 \ dans les 
(4), les valeiirs suivantes : 

^ _£2,(ir'i)Zi4-Q2(a7,)Z2 4-...4- Qra-i ( a?, ) 4- Z,„ 

,, ( a? 2 ) Z] 4 - Qgf .^ 2 ) Z 2 4 - ■ . . 4 - Q/;?-, ( .^ 2 ) Z /»— 1 -I- Zf/t 
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enfin, si Ton substitue les valeurs i 
trouvees, il viendra, en employanl 
quer une somme relative aux racin< 



Q] (a:*) [Q^ (’■r)Zi -+- Q2(.y)Z2 
X F 

[Oi(a7)Zi-!- Q.2(x)Z^ 

X F 


[Qi(x)Z^■+■Q2(^ 

X 

Q 1 ( .27 ) Z I Q 2 ( •2' ) Z 2 "f" . . . — t 

X F'-(a 


Ce sent la les formules auxquell 
resolution des equations (i) du p; 
pu les obtenir par une melhode pi 
qu’il n’eut pas ete possible d’appl 
composees avec les solutions simi 
equations a deux inconnues que 
elles donnent, comme on voit, sou 
tites designees precedemment par ^ 


SUR L’eXTENSION DU THEOREME DE M. STUI 

les racines de I’equalion transformee F (a; + i) = > 
point des quantiles F'(a?,), F^(a?2), etc., de sorte ( 

w ( m -+- 1 ) 

Ao(0 = (— 0 ' (^1 — 0(^2— OxF'(a;j 

Quant aux polynomes Qi{x), ils 

fonctions rationnelles et entieres de i ; ainsi en po 

Q] ix) ^ Q| (^) +. . .-)- (a;) + 1 = ^(l 

la fonction ^ correspondant a une racine x ri 
jamais ni s’dvanouir ni changer de signe pour auc 
Ces pr^liminaires poses, nous allons d^montrerqi 
des diverses puissances de X dans le polynome A( 
memes propri^lds queles fonctions qui figurent d 
de M. Sturm. En premier lieu, I’cquation A(i) = 
toutes ses racines reelles, il suit d’une consequem 
signes de Descartes, que les coefficients de deuxp 
cutives de A ne poiirront jamais etre supposes mils 
et que si un coefficient s’^vanouit, ceux de la ] 
dente et suivante de X seronl de signes contraires. 
crottre ^ d’line maniere continue de Eo a , des cl 
le nomhre des variations de A(^) ne pourront su 
que ce sera le dernier lerme qui viendra a s’annul 
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•comprises enlre ces limites; le n 
bien comme nous Pavon! 

V. Dans la demonstration du t 
pour deux equations, nous suppos 
rales de leur degre, pour n’ avoir 
ticuliers qui pourraient s’offrir e 
defaut. Ces cas particuliers se Iron 
■evites dans une autre forme sous 
tard notre theoreme, et qui, moins 
plus facilement aux applications : 
utile de presenter d’abord pour d 
ies calculs des quantites Aq et A, ; 
entierlesformules qui, en general, 
abregee, et I’on en saisira tres faci 

Nous avons employe, en commer 
senter le systeme 

S)Wi Ssto, 


SUR l’eXTENSION DU THEOREMS DE M. STURM. 

denominateur commun des valturs des inconnues z sei 
es valeurs sont representees par les formules 

Sj = A j Zj -1- A 2 Zj -f- A I Z3 -t- A I Z4, 

5, = A^Zi-f-AIZj-f- AIZ3+ AfZ;, 

Z3 = A 3 Zi-i- Ai Z. 3 -V- A| Z3+ AfZi, 

Z4 = A j Zj -i- Al Zj A| Z3 ■+• Aj Z4, 

rail, coinme prec^demment, 

^ =_(AJ + Ai+At + At). 

Aq 

, en introduisant qualre inconnues auxiliaires 
pourrons remplacer les Equations (8) par les suivantes 


1 ^1 + 

^2-1- 

C34- 

^4=Z., 

1 ^i^l4~ 

Xi 2^2 4" 

X3 ^3 4- 

II 

** 

X-P 

j JKi^l4- 

JK2^2 4- 

JK3C34- 

74^4= Z3, 

1 ^1^1 ClH- ^2jK22^24- ^3j^3^3 -t- ir4_/4^4 — Z4, 


= aJiJKi (Zi -I- Xi ^2 H- JKi 33 -h Xifi 54), 
?2= XiJ:.,-+-j2Z3-h 

^3 = a73jK3 ( Si 32 -+- JK3 33 + ^SjKS 34 ) , 

1^4= ^ 4 ^ 4 ( 314 - Xi,Zi-\-y^Z 3 ->r xj^yi^Zi^), 
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^ ^ ^ et introduisons 

dy ox ax dy 

liaires 'Oi, vio, VI 3 , 7\i par ces formr 

TQi-hariTiaH 
TTJi + 37-2 T, 2 - 
Tqi 4 -a 73 T, 2 - 
Tl ■+* 

Ai 

On trouvera, par la substitiitio 
se transform ent ainsi ; 


-2-1 

'V' ^ 

A 



X- 

+-2t 

-t- T]3 

-2-1 

— 2f 

7]; 

-2f 


-+- V); 



en representant pour abreger, p 


SUR l’eXTKNSION DU THEOREME UE M. STURM 

aisement pour sa valeur 

dont voici I’expression en fonction des coefficients 
proposees. A cet effet, soil 

F (a?, ) = ax--^nhxy -h- cy- -l- . . . , 

y) = Yjr--+-- . • , 

les termes non ecrits etant d’un degre inferieur; 
abreger, 

A = jic — b'(, 

B = ac — «Y, 

C = a.b — « j3, 

B2— 4AC = CD (1). 

On trouvera par un calcul facile 

done 


Le cas d’exception a nos formules se pr^senterai 
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On retrouve bien ici la propri 
s’evanouir pour deux solutions e 
exemple, et j)', =^21 d 

deviennent identiques et il s’annuL 

VI. Resolvons, par rapport auxi 
leurs valeurs auront la forme suiva 

vj] = (zZi -f- P Z» 
7)2 = a'Zi H- p’ Z 2 
7)3 = a'^Zi -1- p Z 2 
7i4=a"'Z„ 

etFon pourrait m^me d^montrer < 
P = a', Y = 

mais, pour abreger, nous evileroi 
legerement la marche suivie preced 
pour les equations a une inconnue 

12i (a?, jk) = a a'a 

y) = P-+- p'a 

7) = Y -f- 


on trnnvera. oar la siibstitntinn 


SL’R l’eXTENSION DU THEOREME DE M. &TURM. 

valeurs en fonction lineaire de Z,, Zo, . . . ; valeurs qu€ 
plus haul representees ainsi : 

^1= AjZi4-AiZ2 -i-AlZ 34- AJZ,, 

== A j Zj -i- AqZj -1- AIZ3 -1- A I Z4, 

^3= AfZi-H A|Z2-HA|Z3H-AiZ4, 

-34 = A j Z j -+- At Zj -+- A3 Z3 -+- A t Z4. 


relation obtenue existera identiquement quelles que 
uantites Z^, Z.,, et, si I’on compare en particub 

cients des carres dans les deux membres, on Irouvera d( 
■mule a laquelle nous voulions arriver, savoir ; 


^ 

ne 2 se rapportant aux divers couples de solutions a 


L Arretons-nous un instant, avant d’aller plus loin, si 
iquence remarquable des calculs precedents. Rappn 
quations (9) les equations ( i4) qoi en donnent la resol 
voyons que les premieres sont satisfaites en annulant 
faisant 
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a7^, Vi; ainsi le poljnome Q(^iX) pei 
logue au quotient de la division du prei 
a une seule inconnue par I’inconnue 
relation 

Q.{Xi,yi)= A(a?i 

confirme encore cette analogie, la < 
jouant dans celte circonstance comm( 
d’une derivee. Enfin, nous remarqueron 
Q(x,y) = oune combinaison lineairc 
de I’une des inconnues ait ete elirnin 
conduira a une equation finale en x i 
seulement; c’est ce qu’on verifiera tres 
de la regie de M. Minding, ou inline 
lion. 

VIIL Nous allons maintenant reven 
F(a;,y) = 0, j) = o du cleg-re /?i 
niere la plus generale des calcals e 
precedents, et qu’il sera bien facile d 
memes lettres affectees d’indices simple 
analogues, nous considerons en premi 

de OUantltfiS. l et. Z. nn 


SUE l’eXTENSION DU THEOREME DE M. STU 

quaatites ^ doanera m- equations enlre les incon: 
■voici le tjpe : 

771’ m — 1 

0) 

1 0 


ou bien encore 


in- in — 1 


et, en intervertissant I’ordre des deux sommations 


2 ^ .^'■^2 




+ <7+1+7 y 

jKo) — A/ 


Mais nous avons deja iiitroduit la notation 8^,^ 
somrae sjmetrlque ^ de sorte que nous dc 

plement 

m — I 


(S') 


-=/,yS 


y v+l-f-y 


=:Z, 


Nous fixerons I’ordre dans lecpiel toutes les et 
teme se deduiront de celle-la en attrlbuant d’abc 
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Le determinant C0 appartiendrj 
de Tequation suivante : 

m — 1 



puisqu’ilne differe du systeme (9 
horizontales et verticales, mais nc 
une propriety essentielle dece det 
de valeur lorsqu’on metrespectiv< 
de Xto et jKw, c’est-a-dire lorsqu’< 
lions 

les suivantes : 

Qu’on fasse en effet pour un li 

. Jn 

n(ar, y) 

jm 

le changement en question revien 
fonction lineaire des quantiles 5, 
dans le developpement de I’expn 


SUR l’eXTENSION DU THEOREME DE M- STURM. 

aivante : 

, rj) = (ari— (yi — -i]) { 0 :^ — {y,~ 7]) . . — 


iquelle nous nous fonderons plus tard. 
determination du rapport ^ depend, comme nousl’avo 

resolution des (Equations (S') par rapport aux inconn 
rte que si Ton repr^sente les valeurs de ces quantiles 
lie generale 

M —1 

0 


ra 


at — 1 



ur elFectuer sous la forme convenable la resolution dei 
(S'), introduisons les quantiles en posant 

in — 1 


ndra, par la substitution dans les Equations (o'), 
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toutes les inconnues disparaitron 

tipliee par la somme non^vanouis 

Mais ce qu’il importe surtout de 
cients qui ne disparaissent pas sc 
coefficients des equations propo 
appris a calculer dans son admiral 
nova algebraica circa systema < 
variabiles propositariim (^). Q 
teme il est le produit des detern 
et ( 1 1') : si done on le designe pa 


(02= A(a'. 


equation reniarquable et analogu 
demment trouvee pour les equalii 
vons nous occuper ici d’une dete: 
nous avons fait le calcul ci-des 
observerons seulement qu’en pa 
leurs transformees en ^ y- 
priete vient deja d’etre etablie 
tres facile de voir qu’elle a lieu e 


SUR l’eXTENSION DU THEOREME DU M. STURM. 


uvera, par la substitution dans les equations ( 1 1'), 


JKto) 


des equations (9') et (10') nous tirons la relation 


Hj2 


m—l 


2 


I 

w 





dstera identiquement par rapport aux quantitds Z, lesq 
at seules dans le premier membre. Quant an second me; 
i y remplace Zij par la formule posee plus haut, savoir 

7n — 1 

^ij = -^/V/ <75 


i^pendra plus de meme que des quantiles Z, et, en e, 
rrds de dans les deux membres, on trouvera 


A/'i'/ 


=2 


Q/j,<y (^loi .Yw) 

5=* A2(a7a>, J'co) 


Corame cela est Ires facile a verifier, nous ne nous j arreterons 
pas, et nous arrivons de suite a la demonstration de notre tlieo- 
reme. Precedemment nous avons obtenu Pequation 

-n) = (»I — 0 (yi — Tfl)(a72 — ^)( 72 — T,) . . . 

et de la valeur trouvee pour — resulte aussi 

/W- 

Ao(^ •(]) iyoi— ’n) jKo))’ 

1 

le numerateur 5 ‘/l) designant ce que devientl’expressioi 

lorsqu’on substitue aux equations propos^es leur: 

transformees en a; -f- ^ et H- 'q. Or, il est evident que la fonctioi 
§ correspondante a deux solutions simultanees reelles ne cliangeri 
jamais de signe pour aucune valeur des quantiles ^ et •/]. Ces pr^li 
minaires pos^s, nous aliens, en premier lieu, reclierclier commen 
se modifie le nombre des variations du polynome 

A(^, T]) = Ao(|, i))-i-XAi(^, 

lorsqu’on y fait croitre t) d’une maniere continue de yio a '^i, 1 
quantile q restant constante et egale a une valeur d^termin^e ^o- Et 
d’abord, les coefficients de deux puissances cons^cutives de \ n 
poiirront jamais s’evanoiiir en m^me temps, et si un coefficien 
s’annule, le pr^eddent et le suivant seront de signes contraires 
C’est, comme nous I’avons d^j^ dit, une consequence du theorem 
de Descartes et de ce que I’equation A(^,7]) = o a toujours toute 
ses racines reelles. 

Ainsi des changements dans le nombre des variations ne pour 
ront survenir qu’autant que ce sera le dernier terme qui viendra 
s’annuler. Mais, d’apres I’expression de ce dernier terme, les valeui 
de ‘f\ qui peuvent I’annuler sont uniqueinent les racines y du sys 
teme des equations proposees, qui sont comprises entre les limitr 
■/jg et . 


AiC^, Tj) 
-n) 


=-2 


.)^fO ) Vj ) 

C^w— 0(rw— ■'1 jS-AHa^w; J'w) 

^ (^ 0)1 ^1 '*1 ) 

(■^w— 0('n — JKwj 


pour line valeur cle 7] voisine d’une racine son slgne dependra 

du senl terme ^ ou, d’apres ee que 

nous avons etabli relativeinent au nuiuerateur, du seal facteur 
. ^ r- Or, deux cas sont a distinguer ; en premier lieu, 

si — ^0 est positif, ce rapport sera ndgalif pour une valeur de t] 
un pen infdrieure a et positif pour une valeur un peu supe- 
rieure; done alors une variation se change en permanence dans le 
polynome A(^,yi), lorsque r, atteintet depasse la racineyoo- Mais 
si nous siipposons en second lieu — io ndgatif, c’est dvidemmcnt 
le contraire qui arrive : c’est une variation qui s’introdiiit dans 
A(^,yi) lorsque vi francliit la A^aleur 11 est facile de conclure 
de la la signification de la dilTdrence c’esL-a-dire des 

series du nombre des variations du polynome A(^o?‘^o )5 sur le 
nombre des variations de A(^o, yi,). Considdrons comine 
Tabscisse et coinme Tordoniide criin jioint rapportd a deux 
axes rectangulaires dans un certain plan, de sorte qu’a chaque 
solution du systeme de nos dc[uations corrcsponde un point ddter- 
raind, Cela dtant, si nous menons deux paralleles a I’axe des 
abscisses par les points dont les coordonndes seraicnt 

OP X— ^0, 

y-'no, y = '0i, 


les points auxquels correspondent des solutions et qui seront com- 
pris dans I’intdrieiir des deux paralleles se partageront en deux 
groupes ^ 0 ) selon que leurs abscisses seront plus grandes ou plus 
petiles c|ue On voit que ceux du premier groupe seront k clroite 
de I’ordonnde verticale mende par le point (^oj‘'Qo)) 6t les autres a 
gauche. Done, lorsque la quantitd t) varie d’une maniere continue 
de v ]5 aril, le polynome A(^,y)) perd autant de variations qu’il 
existe de points dans le premier groupe, et en gagne autant qu’il 
en existe dans le second. Soient done resiiectivement 3L et le 




Gela pose, si la quantile devient ^i, Ob s’accroitra clu nombrc 
des points renfermes dans I’interieur du rectangle, ayant pour 
coordonnees de ses sommets 


27 = ^ 0 , ^ = ^ 0 , = ^ = ^ 1 , 

r = ■>10, y = 'ni> r = '>io, jk = '>ii. 

et SfZ>' sera diminue da meme nombre. En le designant par n, nous 
aurons done 

"'"lo — '0i ~ ( — (Ob^ — n') = OTj — Ob^ M- 2 n. 

Or, cette relation jointe a la precedenle conduit immediateinent 
a noire tbeoreme qui consiste dans I’equation 

2 

X. On a pu remarquer dans les calculs precedents que les deux 
inconnues x ety eiaient trait^es de la mime maniere; e’est cette 
symetrie qui nous a engages a nous occuper ainsi avec detail de deux 
equations generales du degre /«. Mais on va voir que les memes 
principes conduisent a une analyse plus simple lorsqu’on consldere 
deux equations de la forme 


F(ar) = o, 

^(^)=ri 

F(x) dlant un polynome entier et<&(a;) une fonction ratiormelle 
quelconque de x. On obtient d’ailleurs des formules d’une appli- 
cation numerique tr^s facile, et qui n’offrent aucune exception. 
Nous admettrons seulement qu’on ait enleve, dans le poly- 
nome F(a:), les facteurs qui lui seraient communs avec le denomi- 
nateur de ‘I’ (a?), de sorte que toutes les racinesjy soient des quantites 
fmies. Gela etant, nommons a;,, X2, Xm les racines de I’^qua- 
lionF(a;) = o; les valeurs correspondantes dey, 

et T la somme svmetriaue r, v-. xL x} : notre 


Ti-X 

To 

T3 

Tm 

To 

T3-X 

T4 


T3 

T4 

Ts — A 

• • • T„t_|.2 

T., 

T w+i 

T ,n+i 

T2,„_i — X 


lorsqu’on substitiie X + ^ et jK ala place de a; et dans les 
equations propos^es, et le norabre des solutions simultanees com- 
prises dans I’intdrieur d’un rectangle sera encore donne par la 
meme formule que ci-dessus : 

■j. 


XI. La demonstration repose toujours sur le calcul du terme 
independant et du coefficient de la premiere puissance de X dans 
la fonction A; nous le presenterons de la maniere suivante. 

Formons en premier lieu, entre les quantiles 'C et Z, les m equa- 
tions : 

^ ) -v- ■+■ . . . -T- 51 m == Z I , 

a?i -i- a ?2 51 j . . -H SC,n Km = Zj, 

Cl ^2 C 2 - 1 - - . .-i- ^JnK/n ~ Z 3 , 

^ 

-h C 2 -I-. . U= Z,n, 



semblables aux equations ( 2 ) du paragraphe II, puis, entre les 
quanlites ^ et Z, les suivantes analogues aux equations (3), 
savoir : 

1 Cl —yi Z 1 -+- X\ X'l'- Zm), 

I C 2 =72 {Xi 5 i-t-a;* za-t-. . 

(^') { Ca —ys {X 3 Zi-A-xl .-^xfzm), 

[ Km = ym{XmSl->r . .->rX'’,\Zm)\ 


on trouvera 
tions 


(b) 


d’abord, par I’eliminalion des quantites 5^, les rela- 


Si -+- Sj 
Sj -Si S 3 
Sj Z\ + S 4 . 


.Z2-1-. . S;;j Zm ~ Zi, 
•22 H- 5,„=Zj, 

.S2-t-- . .-i- S„t-i-2 Z,«=Z3, 


,.Z, 


Zv -1— . . . -+■ So in — t z in — Z/Ii , 


Done le determinant de ce dernier systeine, e’est-a-dire precise- 
ment Ao, sera le prodnit des determinants relatlfs aux equations 
(2') et (1'), ce qui donnera la relation 


Si S, 

S, . S3 
S3 S, 

S/rt S/,j^i 


S/« 

S/n+i 

S/h- 1-2 

So/u-l 




I I 

a?i 372 


37f 


375 


37;/' 


ou, evidemment, 

Ao= 37ijKi372j2- • -^rnfm P' i^i) 


Done, designant par A(^, Y|) ce que devient la fonction A, par 
rapport aux equations en ^ + ^ ety-j-r\, et faisant comme ci- 
dessus 

A(^, vi) = Ao(«, r,)-+-XAi($, r,) -t-. . 


on aura 


-n) = (a7i— D (jl — Vi)(372— 0 (JK2 — 7]). . . 

X (y>n- r,) F'(.ri) F'(^2). . . P'(cc,n). 

Le calcul du rapport ~ ddpend, comme nous I’avons ddja vu, de 
la resolution des Equations {i')] soit done 

= A J Zj AJ Z2 + . . .-i- AXfZ,,,, 

= Aj Zi-t-A| Z2-t-. . ,-t- A;,jZ„j, 

•S 3 = Af ZiH-A5 Z 2 -(-. . .-t- A^„Z,„, 



s,„ = A z 1 + Ai" Z, . -t- a;« Z , 


on aura 


#1 jjax JLC-3 iuiiliUiCa 

I >■ _ '^ 0 - 1 - •■yiTiiH- a 7 ? 7 i 2 -t-. 

’ 

I r, = ■+• 37 ;r; 2 -+-. . ■+ a 7 ^»-' 

') < ■ P'(^ 2 ) 

I • * * * 

f f "^oH- -!- a 7 ;„')r] 2 -i-. . .H- 

I k/n — fTT-; ; • 

1 b {X„i) 

En substituant dans les equations (2'), il vlendra 



'V' ^ 

-f-. . 

• -t- 'ft m- 

-1^ F' 

X 



• H- ■') III- 

x"‘ 



-)-. , 

■ ■ H- f]m- 

F' 


— pT 


VI „ 


•Or ces equations se resolvent immddiateinent cornme on va le 
voir. Soit, en elFet, 

F (jt) = a, a„,-ix-+- a,n. 


On verifiera sans peine les valeurs suivanles que nous avons oinis 
de donner explicitement dans le paragraphe III, savoir ; 

ITjO — -b- Cli ^/n—l-b- CtiZ/ii—z-b- • • . -h 

"Oi = -+- a\ Z//J— 2 -4- ci<i Z,„_3 -f- . . . -h a„i_2 Zj , 


"^in—i — Z2 H-rtiZi, 

= Zj, 

Que Ton pose done 

Qi(a7) = + aia7'«-2H- a,„-ox am-i, 

Q..i{x) = aia 7 '«- 3 -i- aiX"'--’' +. . .-4- 


Q /„_2 {x) — x--\- aix + 


tioas (4'), les valeurs 


Q\( X]) Zn -T- Q->( Xi) Z® -r- . . . -h Q/ii—i ( Xi) Z ,/i— I -+- Z,ti 
— — , 


Ki = - 


C 

y , — 

2 1 { X'l') Lt\ -f- llo f ^0 ) Z 2 . . 

.-T- Q/,j— 1 (^2 )Z„!-i -f- Z„i 


F'(^2) 

Y — “ 
— 

hi3^«l)Zi-T- Q.’iix ,„')Z=>-\- . 

• • — ^m—1 (x„i) Z„i—J -4- Z,„ 


Cela pose, les relations ( 2 ') et (3') donnent la suivanle : 




^ thy m 


Km — -Si Z, -1- 52 Zj -h . . . -t- Z„i Z„i, 


et si Ton met dans le second membre, a la place des quantiles z, 
leurs valeurs en fonction lineaire des quantiles Z, on trouvera, en 
comparant les carres de ZijZo, les expressions auxquelles 
nous voulions parvenir, savoir 

^ ^ ^ Clf{X,n) 

elles donnent immediatement 


=-(>} + AS 

An 


a;;;) = 


-2 


xf F^-{x) 


le signe ^ se rapportanl aux diverses solutions simultanees. On 

en conclut qu’en passant des equations proposees a leurs transfor- 
mees en a? + q et + v], il viendra 

Ai(q. r]) iiy, 0 

expression dans laquelle le numerateur ddsigne par ,3'(jr, ne 
pourra jamais ni s’evanouir ni changer de signe quel que soit 
lorsque la racine x sera reelle, puisqu’elle reprdsente une somme 
de Carres. Nous pouvons done appliquer exactementla demonstra- 
tion employee precedemment pour la determination du nombre 
des solutions simultanees qui sont comprises dans I’interieur d’un 


jouent dans celte question le role de fonctions aiixiliaires du theo- 
reme de M. Sturm. D’ailleurs aucun cas d’exception ne peut ici se 
presenter a moins que I’^quation F(a:) = o n’ait des racines 
egales. Mais, meme alors, nous pouvons conserver la fonction 
A(^, 7 ]), dont le premier terme Ao (i; t)) disparait, car les deux sui- 
vants A( et Ao, s’il existe par exemple deux racines egales, se 
trouvent prendre la meme forme analytique et jouer le meme role 
que les deux premiers. Nous developperons ce qui se rapporte a ce 
sujet dans un autre Mdmoire. 

XII. II suffira d’un pen d’altention pour reconnaitre qu’on peut 
etendre a un nombre quelconque d’equations simultanees les prin- 
cipes appliques prec^demment a deux equations a deux inconnues. 
Nons en donnerons un exemple en considerant le systeme suivant : 

F(ir) = o, 

<I>(rr) =7, 

on nous supposerons que les fonctions <I> et W sont rationnelles et 
ne deviennent infinies pour aucune valeur satisfaisant a la premiere 
Equation F(57) = o. Soient toujours vC,, . . ., les racines de 
cette Equation, yt , ^1,^2, ^2? • • -jJKw, les dt^terminations corres- 
pondantes des inconnues y et et U/la somme symetrique 

71 ^ 1 a"*; -t- 72 ^2 3^2 -+-••• H- ym , 

nous consid( 5 rerons encore le determinant 



Ui-X 

U2 

U3 ... 

F., 


Uj 

U3— X 

u, ... 

U m-hl 

A = 

U3 

U4 

Us— X ... 

u III+2 


U,n 

U/nH-t 


U2//1--1 — X 


de m^me forme analytique que les prdcddents. Cela pos( 5 , si Ton 
substitue a? + $, 7 + •/], x + ^ aux inconnues proposdes, il devien- 
dra fonction de Ti, et nous le repr^senterons par 

Hk, 71, 0 = Ao(^, 71, O + X.iiC?, 7), 



Afl!,, 7,, ;; =(*ri— ; j I J-’I— rj i ) (..r,— c; ( J-,— rj i, ). . . 

X F't Xi j F'(:r2;. . . F'[x,„ 

Aif;, T„ r I ^{x, \ ) ^ 

-\^0< ^{x — ' 1 1 y — -fj I 3 - ; I F'2(a:) ’ 

le signe ^ s’etendant aux cliverses solutions et le numerateui 

J(x, ^o) etantla fonction deja consideree dans les cas des equations 
a une seule et a deux inconnues. Cela pose, soit, pour un sjstemc 
donne de valeurs de c, Tj, f(;, r,, "C) le nombre des variations di 
polynome A(c,y,,^), nous aliens en premier lieu donner la signi- 
fication de la difference e(c, t,, ^o) — r(c, r,, ) ou nous supposons 

> ^ 0 - Gonsiderous en effet y, comme les coordonnees rec- 
tangulaires d’un point situe dans I’espace, de sorte qu’a chaqu< 
solution des trois equations proposees corresponde un point deter- 
mine. 

Les deux plans x; = Xq et comprendront dans letir inter- 
valle un certain nombre des points figurant ainsi des solutions 
nous les partagerons en quatre groupes de la manicre suivante 
Menant dans le plan des xy' des paralleles aux axes des x et desj 
par le point dont les coordonnees sont x~ — on voit qm 
ces droites determineront quatre regions, que nous designeron 
par A, B, C, D, et les points dont nous formerons un indm^ 
groupe seront ceux qui le projettenl dans une meme region, ou, s 
I on veut, dans I’interieur d\m meme angle. Soient A et G d’lm 
part, B et D de I'aulre, les angles opposes par le sommet; dans le 
deux premiers, les expressions {x — ?) [y — r|) seront de mem 
signe et, pour fixer lesidees, seront positives ; tandis qu’elles seron 
negatives dans B et D. D’apres cela, on voit de suite qu’en nom 
mant respectivement a, 6, c, rf, les nombres de points qui appar 
tiennent aux regions A, B, G, D, la difference 

Y,, Co) — P(L Y,, t;,) 

aura pour valeur 

a -r- c — b — d. 

Gonsiderons en second lieu deux valeurs de v), r.o et Yhj e 
laissant constante la quantite Les deux droites j = Y|o, y = Y; 


groupes, siiivant qii’elles se trouveront a droite ou a gauche de la 
parallele a I’axe des a; = etnous desiguerons par Ob le nombre 
des projections contenues dans le premier groupe et par OV Ic 
nombre des projections contenues dans le second. 

Gela pose, il est clair qu’en passant de a vii, a et d devien- 
dront respectivement a H- Ob' et of — OL'; 6 et c en inline temps se 
cliangeront en 6 + Ob et c — Ob. Nous aurons done, d’une jiart, 

■>^ 0 , ?o) — '»)o, Cl) = «-+- c — 6 — d, 


et de I’autre 

•^(^1 ?o) — 7)1, Ci) = aH-c — b — flf-t-2(01j' — Ob), 

et. par suite, 

-no, Co) -t- Cl) - Hi, vjo, Cl) - Hi, ^i, Co) = 2(0b - oi:,'). 

II ne nous reste plus maintenant qu’a faire varier la quantite 
or, eii passant de a ^(, OCi' s’augmentera du nombre des projec- 
tions renfermees dans le rectangle ayant pour sommets 

a; = ^o, a? = $01 a? = $ii ^ = 

r = ^o, JK = ^i, JK = -')o, 7 = ^11 

et OL diminuera du m^me nombre. Designons par n ce nombi'e, il 
representera dvidemment combien se trouvent de points figurant 
des couples de solution dans rint<§rieiir du parall^lepip6de ayant 
pour projection verticale le rectangle dont nous venons de parler 
et termine par les plans s = = Or, nous avons a la fois 

les relations 

■’HOj Co) •+• ‘^($ 0 ; 'On Cl) — <•’($0) ■>10, Ct) — 'iflli Co) = 2 (tDh — <0^')i 
‘'($li’nO:Co)-l-('’($l)‘‘^l)Cl)~<’’($l5’)0)Cl) — ‘^(Sl)'ni)Co) = 2((Dlo — (OXj') — 4 


d’ou I’on conclut 




<•’($0) 'OO) Co) H- e($o> Cl ) •+■ *^($1) ■'loi Cl) -t- r(^i, y]!, Co) 

('($ 0 , -no, Ci) — 'Oi, Co) — ‘'(h. 'no, Co) — 


it) 'ni, Co)! 
;i, 'ni, Cl) J 


On aura un 6nonc6 plus simple si I’on convient de designer par 



Nommant alors pqrs la base infei'ieure et }Jq' r's' la base supc- 
rieure du parallelepipede, de sorte que les poinls p et //, ^ 
et q'^ appartiennent respectivenient aux memes ordoiiiiee: 
verticales et que les droites pq-tps soient paralJdles aux partiei 
positives des x et desy, on aura la valeur suivante ; 

" = \ ![(/>) 


INTEGRATION 


DES 

FONCTIONS RATIONNELLES< . 


Nouvelles Annales de Malhiniatiques^ 2“^ serie, t. XI, 1872, p. i 45 -i 4 ^- 
Annalex de VEcole Normale supei'ieure, i'® serie, t. I, 1872, p. 2i5-2[8. 
Cours d’ Analyse de I’Ecole Poly technique., 1878, p. 268 et siiiv. 


Soient F(i!j) et Fi {x) deux polynomes enliers; en posant, pour 
melLre en evidence I’ordre de multiplicity des divers fuel, curs, 

F(a;) = (.r — a)5‘^ ‘(a; — . .{x — 

en admettant pour simplifier que le degi'd da numyrateur soil 
moindre quo le degry de F(a;)^ la dycompositon en fractions 
simples donne la formule gyndrale 

Fi(a^) ^ A ^ A, Apt 

F(a7) X — a {x — a)^ (a? — 

B B, 

X — b {x — 


L, 


X — I {x — 4)2 


. .+ 


Lx 


(a? — /)X+i 


(') Nous publionsici un extrait du Cours dAnalyse de VEcole Polytechnique 
Paris, Gaiithiers-Villars, 187.3) relatif l’int(Sgration des fonctions rationnellcs ; 
•antdrieurement, la question avait 6l6 trait^e d’une manierc plus sominairc par 
ITermite dans deux Notes des Nouvelles Annales et des Annales de VEcole 
Normale que nous ne reproduisons pas. E. P. 



Ffa?) ,^07 — a — a)- ' — «)"■*”' 

On en d^duit immediatement cetle expression de I’integrale de 
toute fonction ralionuelle 




{x — a)' 


ou I’on voit figurei' une partie transcendanle et une partie alge- 
l)rique qui donnent lieu aux remarqucs suivantes. 

1. Nous observerons d’abord qu’en supposant reels les pol_y- 
nomes F(ic) etFi(5;), les racines du denominateur peiivent elre 
imaginaires, de sorLe qu’il est necessaire de mettre le residLat 
obtenu sous une forme explicitement reelle. Or, on sail que les 
racines imaginaires seronL conjuguees deux a deux; de plus, 
qu’elles seront de meme ordre de multi plicite, et qu’en les desi- 
gnant par a et b les numerateurs des fractions simples correspon- 
danles 

A/ B, 

{x — a)'"*'*’ (a: — 

seront respectivement exprimes de la meme maniere en fonction 
rationnelle de a et b. Ge seront done aussi des quantites imagi- 
naires conjuguees, et les termes qui en resultent dans la partie 
algebrique de I’integrale, a savoir 

I A,- I B,- 

i {x — a/’ i {x — 6/’’ 

donnent, par les reductions ordinaires, une somme rdelle. Mais, 
dans la partie transcendante, ilsera necessaire, pour effectuer cette 
reduction, d’employer I’expression des logarithmes des quantites 
imaginaires 

log(a7 — a — 0 ^ log[(a: — a)2-i- ^2] h- y/ZTi arc tang — q 

i- p 


le plus grand des nombres a, p, et qu’on 

•. des numerateurs A„, B„, . . . , L„ dont les indices 
p, 


A log(a? — a) -1- B \o^{x ~ b) 

~ P log[(a7 a) 2 -i- p 2 j — .^Q Laiig; 


Ce resultat peui egalement s’obtenir ])ur rintdgration directe cle 
la soiniwe des fractions imaganaires conjugiieos 

... P — Q /— 1 ^ aPfa?- «) — aQ3 

^ “ — P /— I X — a + j3 I {x — a)2 ^2 * 

.Ecrivantj en eflet, 

f — ^ p r ‘>.{x~a)dx _ ^ r \idx 

J (a;-o£p_^_32 J Qj 


[i^ V {x-ay+i^^ 

on a d’abord 

f 2 (x — a.)d.v f d[(x~ 

J (a? — a)2-i- [J2 ~ J — a)2H- p2 ~ ~ "P P".]; 

faisant ensiiite . 2 ? — a = (3.g, il viendra 

f P _ f 

J (a;- — a)2-f. [j2 J ^ 2 ^ 

el, par suite, 


arc tang; 


/ P dx X a 

^:L«p _^(32 = a>'c tang — , 

de sorte que nous aurons, comme prdcddemment, 

/* 2}?{x — a) — aQG 

J {x — a)2-i- p 2 dx a)*-H p^] — aQ arc tang -- 

II. La forniule 

j _ XT^ . , , A, , A 


montre que le second membre sera simpleinent algdbrique, lorsqiie 


{x — a)". 



pour uu iiisLimL a Line fraction rationnelle la quantite 


V Alog(a’ — «) = f 2]i 


fte, 


et qu’oii premie la clerivee de cette fonction rationnelle apres 
I’avoir deconijio.see en fractions simples, on fera ainsi disparaitre 
toutes les fractions partielles dont les denoniinateurs sont du pre- 

la decomposition en fractions simples n’etant possible cj^ue d’unc 
seule manierc. 

Remarquons aussi qne la partie alg’ebrique de rintegrale estde la 

•j etant un polynoine entier 


A'(x') 


forme- , ,, 

(.r — a )“(.r — b)\^.. Ax — 1)>- 

qu’on pent lacilement oiiienir, comme on va le voir, a I’aide des 

developpements en serie suivant les puissances decroissantes de la 

variable, cle I'integrale et de la partie transcendante. On forme le 

premier en suj^posant qu’on ait, par la division algebrique, 


Fi(a^) 

Ffrr) 


w to, 
_ — _ 
X X- 


0)2 

X^ 


(le la, nous tlrons, en elTet, en integrant les deux inembres, 
F.f:r) 


/ 


F{x) 


dx = to iog:r _ _ dill 


( htant au second, il soffit d’employer la serie (ilementaire 


a a- 

— ? T 

X- S'* 


])our en conclure 


A 


SAa 


.ka^- 


-+■ 


puis, en intfigrant, 

HA log (a" — a) = HA logs:- 


A a 


9.X'^ 





(t — a}^ {X — b)l^. . .(x — I Y' 

coi — S Aft 


( A — to ) 1 o "■ X — !— 


SA«2 


ou le terme logarithmique, dans le second membre, doit necessai- 
rement disparaitre, nn tel terme ne poiivant provenir da develop- 
pemeiit d’une fonction ralionnelle suivant les puissances descen- 
dantes dc la variable. Nous avons done la condition 

A =: (0, 

dont il est souveiit fait usage, surtout dans le cas oii Ic degre 
de F|(j 7 ) etant infdrieur de deux unites a celui de F(tr), on 
a (0 = 0 ( ' ) . 

Soit inaintcnaiit, pour abrtiger, 

— ’Zh.a"- 

-r.n, 

a 

le poljnome que nous nous proposons de determiner, sera 

donne par cette expression 

oil il est necessaire que les termes en nonibre inlini contenant x 
en denominateur se detruisent, de sortc qu’il suffira d’en extraire 
la partie entiere. Soit, a cet elfet, 

{x — aY {x — . .(a? — lY = x">-~\- h- p.j. ; 

on trouve sui'-le-champ 

i{x)= 712 ( -f- a?'“- 2 .-h />,„_! ) 

H- 712 -h Pi x'’''~^ -h Pm—Y) 'K/n—i (x -+" /?! ) H~ T^/m 

et nous voyons qu’on pourra s’arrdter dans les developpements de 


F,(a;1 


(’) Les quanlit^s A, B, L dtant les rdsidus de la fonction ,,, , 

I (_x) 

pendant aux diverses racines du denominateur, la somme SA a re^u de Caucli}" 
la denomination de residu integral de cette fonction. 




nous allons reprendre, par ime methocle plus approtondie, cecte 
recherche importante de la pai-tie algebrique de I’integrale 



Fi(a-) 

F(:r) 


dec. 


Nous nous proposons, en elFet, de la determiner de maniere a 
oblenir la somme effectuee des fractions simples donnees par la 
formule generale, de sorte que la connaissaiice des racines de 
I’equalion F(a:) = o ne sera plus necessaire que pour former la 

parlie transcendanle Alog(^ — a). 


III. Dans ce hut, on commencera par mettre le denominateur 
au moyen de la theorie des racines egales, sous la forme 

Fta?) = ]N«+ipr+i Q'Z+i . , 

N, P, Q, . . S etant des polynomes tels que I’equation 

NPQ...S = 0 

n’aitque des racines simples. Nous remplagons ensuite la decom- 
position en fractions simples par celle-ci : 

Fi(ar) _ Db ^ S 

F{x) Pe+i Q'i’+i +■•••“*“ g.v+i ’ 

ou Db, ^, ^5 S sont des fonctions enlieres qu’on obtient par 
la mdthode suivante. 

Jemefonderai sur le precede algebrique que je vais rappeler, 
et par lequel, etant donnes deux polynomes premiers entre eux D 
et V, on pent en determiner deux autres A et B, tels qu’on ait 

AV-4-BU = i, 

et, par consequent, 

A B _ I 

u V ~ m' 

Elfectuons sur D et V la recherche du plus grand commun divi- 
seur de maniere a obtenir ces relations, ou Q, Q,, Qo, . . . sont les 



u = VQ R, 
V = RQt -f R,, 
R = RiQ2-^ R,. 


Les valeurs qu’on en lire, savoir 

R = U - VQ, 

IQ= V(n-QQO-UQ„ 


monlrent qii’iin resle de rang qnelconque s’exprime an moyen des 
polynomes U el V par une coinbinaison de la forme 

AV-(-BU, 

ou A el B sont des fonctions entlercs. Or, le dernier de ces resLes 
est, dans I’hypotliese admise, une simple conslanle, ce qui 
d^montre et donne le moyen de former la relation annoncee. 

Cela pos(^, soil 

U = V = Pr+1 Qv+i . . .S-'’'*"’ ; 

nous pouvons dcrire 

[ _ 1 _ A B 

UV “ F(a7) ” N"-^i Rr-i-J Qy-i-i . . 

puis, en raultiplianl par F, (sc), et faisant X = AF| (x), 

Fi(cc) _ Ob BFi(.r) 

Maintenant il est clair qu’en operant sur la fraction 

BFi(ar) 

comme sur la proposde, on la d^composera pareillement en un 

q; 

terme ■■■ et une nouvelle fi’action dont le ddnominateur ne ren- 

fermera que Ids facteurs de F(.«) autres que et . Con- 
tinuant done les mdmes operations jusqu’^ I’epuisement complet 
de ces facteurs, on rdalisera ainsi la ddcomnosition cine nous vou- 



¥,(x) _ 3L , S 

On en tire 


/si- 


les integrations portanl, comme on voit, sur des expressions toutes 
semblablesj qu’on traite de la inaniere suivante. 


IV. J’observe que IN, n'a^^ant pas de facteurs multiples, est pre- 
mier avec la derivee N'; de sorte qu’on pourra determiner deux 
polynomes A et B remplissant la condition 

BN — N'A = i. 

Cela etant, nous formerons deux series de fonctions entieres 

Vo, Vi, V„_,, 

“Obi, 5^2, • • • ) 

par CCS relations, ou K, K,, sont des polynomes entiere- 

ment arbitraires, savoir 

/iVo=A3b — NK, 

(rt-i)Vi=ADbi — NKi. 

(/i — a)V2= AOb, — NK.,, 



V,i_i= A0b,j_i — NK„_i, 

puis, en second lieu, 

— N'K -V'u, 

3b2 = B9bi —N’K, — V'l, 



= B - N' - Vb-i . 

Je vais raaintenant prouver qu’en faisant 

U = 

V = Vo -t- N Vi -f- N2 V, + . . . N '^-1 V 1 , 



Ob _ u ^/y_\ 

]\a+l I\ \ N"-/ ’ 

cl’ou 

de sori.e qne ^ est la partie algebrique de I’intdgrale, ct / 
la partie Ij'anscendante. 

Iilliminons, a cet efl’et, A. et B entre les trois dgalites 

(rt — j)V/= ADL;-NK/, 

.Db,-^i= B SZ.i—n'Ki-Y'i, 
i = BN — N'A, 

ce qiii doane 

N Ob/+i = ’)b,--i- (n - ON'V,— NV,'. 

Nous nieltrons cette relation sons la forme suivanle : 

Ot.,' __ d ( Yi \ 

— dr / ’ 

el, su|)))osanL ensuite f = o, r , a, . . ., n — i, nous en conclurons, 
en ajotilani membre a meinbre, 

■Ob 31-.,, _ d fY, , V, V„_,\ 

IN"-'-! N N«-> N 

ce qui fail bien voir qii’on sati.sfait h la condition proposec 

Ob _ U d /Y \ 

N'H-i ~ N f/,?? i N« ) 

par les expressions 

U = .0b„, 

V = Vo + NVi N2 Va H- • . . -H N«-1 V„_i , 

coinme il s’agissait de le ddmontrer. 

J’ai ditquelespolynoinesK, K|, ^taient arbilraires; on 

poiirra done en disposer de mani^re qiie les degr^s de V„, V,, ..., 
V„._, soieiit inoindres que le degrd de N : on pourra aussi les sup- 


n{n — I ) Vi = .Ob A ( n B — A' ) — Ob A- , 


Ces deux suppositions se concilient dans le cas de 1 integrale 

r doc 

J + 

qiie je choisis comme application de la inethode. ISous auioi 
alors 

N = 37^ — 1, N'='2a7, 

A = --, B =-i, 

•X 

j)uis successivement 

X 

rtVo = --. 


{n — I )Vi = -f- 


x.n — I 
XII 


X 

X 


(n — 2 ) ¥2 = — 
(n-3)V3 = -^ 


(xn — i) ('2/1 — H) X 

2 71 ( 2 « — 2 ) 2 

ixn — 1 ) ( 2 71 — 3 ) ( 2 /^ — 5 ) 

2 7t ( 2 71 — 2 ) ( 2 71 — 4 ) 


X 

— > 

2 


Obi = — 
0b2 ~i~ 

Obs = — 


xn 

(xn — 1 ) ( ^ ) 


xn(xn — 2 ) 

(xn — 0(2 71 — 3)(2 77. — 5) 
xn(in — 2 ) (271 — 4) 


d’ou ces valeurs, qu’on retrouvera bientotpar ime autre voie. 

(xn — 0(2 71 — 3). ..3. 1 


u = 0 b„=(— ir- 


xn(xn — x). . .(^.x 

V = Vo-h NVi-h N2V2-h. . N"-' V„_i 

xn 


_ ^ r * 

2 Ltz 


— I — I ^ ( 2 7^ — 0 ( 2 7^ — 3 ) (x ”- — 
xn n — I xn(xn — 2 ) n — 2 


^ ^ (xn — i)(277. — 3). ..3. „ . 

(- 0'^^— rrr^ zr—h — — 0""' 


xn(xn — 2 ) ... 4 


ax 


De I’integrale / -r-r 
J ( ■ 


a^-Y' 


1. Des notions imporiantes cl’Analyse se ratlachent a celte 
expression, qui va nous servir d’exemple pour I’application des 
raethodes g6nerales d’intdgration des fonctions rationnelles. J’ol)- 
serve d’abord qu’on aura pour la partie transcendante et la pariie 
algebrique ces expressions 

Alog(a;— a)-HBIog(a;H-«), 
et que, dans la serie 

10 W 1 Wo 

~ H ^ r -t~ . . . ? 

\X X- x^ 

les coefficients lo, o)|, lOo// s’^vanouissent. En <^crivanl, e.ii 

efi'et, 

I I 

I 


x'^'‘~^- \ x'^ 


la formule du binome donne 


r _ I ( /I 1 ) 0,2 

(,5^2 ^2/i-l-2 ^in-h'y 


cl’ou 


d.V _ 

J (x-^— 


( n -h- 1 )a- 


{‘i/i + i)x-''-<-‘ (2u -h 3) a; 2 

La premiere consequence a tirer de lii, c’est qu’ayanl 

A — I" B = o, 

la partie transcendante est simplement 


A log 


X — a 
X -h a ^ 


et la seconde, c’est que le produit da ddveloppement en sdrie de 
I’intdgrale par le facteur {x - — ne contenant aucune puis- 
sance positive de la variable, le polynome if(x) se r^duit a la partie 

eiiliere de I’expression Alog ^ - — ^ (ar- — 



pement suivant les puissances croissantes de cette quanlite, de 1 ; 
fraction ~ — ■ > lorsqu’on j a fait .v = a 2. Or, ajant 




nous sommes amenes a chercher le coefficient de dans le deve 
loppeinent de {2 a . Partant, a cet effet, de la formuie d 
hinoine 


, f)i , m( m — m — /i-t-i) 

(O' -l-x;)"' = . .H ^ . 

I \ ,n 


il suffira de supposer, dans le terme general, 


a = 9(1!, ni= — n — i, 


pour obtenir la valeur 


( — !)■' (71 -f- 1) fn -+- 9). . . an 


ou ]e remarquerai que le lacleur numeriqne 

est aussi le coefficient du terme moyen dans le developpenu*,: 
de la puissance 211 du binome. On peut done lui substituer 
quantity 22/75,^^^ gj^pQgani 


ce qiii donnera 


1.3.5. . .2 n — I 

•2 . 4 . 6 ... 2 71 


(— 


Cela pose, il ne nous reste plus qu’a determiner la partie ratiti 
nelle de I’integrale, en formant le polynome an moj^cii d 
termes entiers en x du produit 


. , X a , 


Mais le caicnl el le remibat «i(^nt nine oimnl 


celle-ci 


I , / X a\ r a 


(l> 


3 {x- — a-f 

■-i • 4 2.4.6 o’ 


3.5 {x - — a’)‘^ 3.5.7 {x^- — a'- 


qu’on d^inonlre facilement en prenant les derivees des deux 
inembres, et einployant cetle identite 


A. 

da 




J “ 


( %n — 


2 a-”- 


{x'-^ — a-j"- {X- — a-)"-*-! 


La parlie eiitiere qui resuUe de la multiplication par (x - — «-)" 
se prdsente, en ell'et, sous la forme 


a(x ^ — — -a^(x ^ — 


+ « 6 (a 72 — 

0 . 5 


o / ^ 2.4 .. .2/1 — 2 „ .I 

a’-"-' , 

3.5. ..271 — 1 J 


(it il vient, par suite, 


,7 (a?) = 2 A.X 


(x ^ — — - a- {x ^ — a^)'' 


2.4. 


H- a'*{x ^ — — . . . — f 


2.4. ..2/1- 2 1 

3. 5. ..2/1-1 J’ 


ou, en einployant le facteur A sous la forme 

( — !)'*■ I < 3 . 5 . . . ( 2 71 — 1 ) 


A: 


2.4.6.. .2/1 

et renversant I’ordre des termes, ^ 

■xn — i x^—a^ (2/1— i)(2/i — 3 ) (.'rii — I 

1 ® 71 — 2 ’ "J 


J(x)=---\A-^- 

^ ' 2 yna~ 


2/1 (/i — i)a* 2/i(2/i — 2)as 


c’est pr^cis^ment le rdsultat trouv^ pia^cddemment, dans le cai 
de a = 1 . 


r* 


IL L’int^arale / 


dx 




pent encore s’obtenir au' moyei 


Celte substitution donne en effet 


r-)-r 

j 

i-r 


, “ia dy 

dx = . % , 

(i — r)- 


fl’ou, par consequent, 
dx 


Sw 




I 


(y — iY^dy 

^/i-H 1 


et I’integration relative a la nouvelle variable s’efFectue ais^raeiil 
comme il suit. Soil en designant, pour abreger, les coefficients 
numeriques par IN i , No, N^, 

(j — ]\q .j/2/i- I Njj 


nous ecrirons, en rapprochant ies termes equidistants des extremes 
et isolant le terme du milieu/", 

(/ — l)^"= I) + Ni(/2/t-l_i_ 


de sorte qu’il viendra 
(/ — i)-" 

yn 


= \y 


yn 


-f- N2 ( H I -h 

V / 


y 


et, par suite, 


I 


{y — i)^’^ dy I 


yn 


“H 


yll — 

y,l 

No 

y 


Ni 

n — 1 

I 

y«-2 


yn 


ya- 

.4- N/t log/. 


Cette formule doit coincider, en y remplagant/ par ^ ~ > avec 

celle que donne la premiere metbode, et, en efFet, la partie loga- 
rithmique est la mdme, car le coefficient moyen N,i de la puis- 
sance (/ — i)2« a pr^cisement pour valeur 



posant 


X = a \J~\ cot^ cp, 


(rou 

y = costp -t- \l — \ sin cp, 

a I’iclenlite suivante : 


— 0 ? , jvj sin(;^ — ■ 2 )cp 

n ^ n — i ■ n — •! 


+ . . . 


1 . 2 . . . /i 
2 . . I 


2.4 


X (^Sin 2 - (p -f- 3 sin^ _ tp + _ sin® 

2.4.. •( 2 /i — 2) . „ I 

_ 1 _ L s„-,2/; _ 

3.3. . .(2n — I) 2 ‘ 


luais, sans m’y arreLer, voici un troisieme precede eiilieremenl 
different des precedents, et qui servira de transition pour arriver 
aux methodes propres essentiellement a I’integralion desfonctions 
algebriques. 

Soit;^ = (ji:- — «•)'”, I’exposanl m eiant qiielconque, on aura, 
en differentiant deux fois de suite, 


I dll 
am dx 


— x{x- — 


I d^ ii 

am dx'^ 


= (x - — {am — a).v^{x^— 


Or, on pent ecrire 

T LI 

= {x”— «*)"»-• -h (am — 2 )(a? 2 — a*-(- a'-*) (a?- — 

' 2 , fix CXCC’* 

— {am — i) {x^ — <22y«-i_)_ a^{‘i,m — 2) {x - — 


de sorte qu’il vient, en multipliant les deux raeml)res par dx el 

integrant. 


I du 
am dx 


■= x(x ^ — 

— {am — i) J" (a?^ — dx a^{am — 2) J' {x'^ — dx^. 


\ 

— rt. 


Faisons mainlenant 


m — I 


el i on obliendra 


( X- — a'^ ) 
oil bien 




dx 


a^Y 


dx 


•ilia- 


el, par consequent, pour n— t , 2 , 3, . . ., 


» 1 


^ - f 

dx 


r 


{x^-- 

-a^-T- J 

x^ — a- 

X- - 



f 

dx _ ^ 

r dx 


X 

ia>J 

{x^ 

— a^-Y 

j (a72_a2 


(a?^ — 


r 

dx , 

r dx 


X 


' (.r2 

— a-)* 

j {x^—a'^ 


(37* — 


Ges relations successives concluisent ^videmment a exprin 

, Y dx 

rintegrale relative a un enposant quelconque J (^rzr^FyTTi ’ 
dx 


moyen de celle-ci J et d’une fonction rationnellc do 
un calcul facile donne en effet pour rdsultat 


a-/ 


dx 


{x^ — a-)"-*-! 
en posant 


= (-!)« 


1 . 3 . 5 . . .(2;^ — 1) 




2 . 4 • l> • • • ^ 


2.4 


r I , 2.4 

/„(a?) — 3 ^^2_«2)2 3.5 (aj2_a2)3 

2 . 4 ... ( 2/1 — 2 ) 


'' 3.5. . .(2/1 — I) 


Et, si I’onveut le deinontrer, on observera qu’en cliangca 
en /I — I , il vient 


r dx , 1 .3. . .(2/1 — 3) r r dx - , 

J 2.4. . .(2/1 — 2) L J x ’^— a ’^ 

de sorte qu’en substituant dans la relation generale 


r dx 


, C dx 


nous obtenons la condition 


fn{oc) =/„_i(a 7 j _(_!)« 


.{0.11 — 2) 

.(• 2/1 — l) 


{x^ — ’ 


qui esl satisfaite d'elle-meme. La fonction fn{^) donne ainsi, poor 
la partie radonnelle de I’intdgrale propos^e, I’integrale 


( — i)" 1.3. 5... ( 2 /I — i) X 
a-"- '2. 4 .6... 2 /I {x ^ — 


X 



-a’- (a/’- — 


■2.4 

3.5 


a’*{x-- 



qui, d’apres I’expression du coefficient A, coincide bien avec celle 
qui a 616 olitenue pr^cedemraent sous la forme 
quant a la partie transcendaiite, I’identite 


a®)"' 


el 


donne sur-le-cliainp 


/ 


dx 

x^ — rt- 


I 

o.a 


log 


X — a 
X ->r a 


III. La determination du poljnome dans I’^quation 

/ dx oc — a ^(x) 

{x^ — X ■+■ a {x ^ — 

a ete obtenue par cette reinarque Ir^is simple qu’en I’dcrivant ainsi 
.f ( ) = A (:r. - )'■ log . 

le developpeinent suivant les puissances descendantes de la 
variable de I’expression (x- — forme 

- 4- -4 + •••/ sans contenir aucune partie endure en x. Or, il 

X x^ ^ 

r^sulte encore de cette remarqueune consequence importante que 
voici. Faisons, pour plus de simplicite, a= i, et prenons les ddri- 
vees d’ordre n des deux membres dans la relation 


^•1 


OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


A I’egard dii produit [x ~ — i log ^ [^ "7 ’ faudra, en posa 

^ - J 

U — (x- — i)'‘, V = log — — } 
appliqiier la formule 

d'^m _ ^^v-4- '£L H- ^ 

dx'^ dx"- I dx'^~^ dx i . 9. dx"-—- dx'^ 

dontle premier terme log ^ — ■ sera seul a depen* 

dn logarlthine, les autreselant tons rationnels eL ineme entiers. 
a elfeclivement 


lot 




dx"' 


dx" 


[log(a? 4- l) l0g(a7 l)] 


= (~ 0 “~‘ r - 9 . . .(a — 1) 


( iP -h I )“ {X 


4=] 


et comme 


d"-"(x‘^ — 1 )« 


dx"~" 


contient en facLeur [x - — 1 )", le proi 


est entier en x. Reanissant ces termes au polynome 


les faisant passer dans le premier membre, que je d^signerai i) 
par Frt(a;), nous parviendrons a cette relation. 


„ . ^ . d"(x- — i)" , X -hi 

Fn(x) = A — , log- 


dx" 


/ N r a (n-l-i)B 1 , 

( — l)" 1 .2. . .n \ r r-i h- . . . L 


a laquelle je m’arreterai un moment. Elle montre qii’en ni 
pliant par le polynome du degr6 serie intu] 


Jog 


X -hi 


I T 

' X O.P'^ 


I 

bx^ 


le produitmanque des puissances — » •••?—> et il en rc 

qu’en divisant Ffl(a7) par — , le quotient, ordonn< 


qiu est mteressant enlui-ineme, recevra plus tard une application 
importante. II met en evidence une propriety entierement caracte- 


rislique des expressions 


cV' (sc- — r )" 


auxquelles on donne le noin 


de polyiiomes de Legendre, et qu’on d^signe par en posant 


X„ = 


— i)'^ 


2 . 4 . 6 . . .'in 


dx"- 


Ges fonctions, inti’oduites en Analyse par I’iilustre g^omclre a 
I’occasion de ses recherclies sur I’attraction des sphdroi'des el la 
figure des planetes, sont d’une grande imporlance, et donnent lieu 
a plusieurs theoremes remarquables, dont I’un nous servira de nou- 
velle application du precede de I’integration par parties, fonde sur 
la formule 


oil 


I 


U 


dn+i V 


dx — Q — ( — I ) 



^^+1 U 


dx 


_ d\} d'<~^y 

~~ dx''- dx dxX'-^ dx'^ dx"--’^ 


Soil, en elTet, V = (jc- — en supposant que U soil un 

polynome arbitraire de degre //, l’inL6gra]e du second inembrc dis- 
paraitra, et nous obtiendrons d’abord 


/ 


U 


d'>^'( x- — r)"+‘ 
dx"-^^ 


dx = 0. 


.I’observe ensuile que, les ddrivees successives de (. 27 “ — i )""*■' 
jusqu’a celle d’ordre /i, contenant en facteur x- — i, 0 s’(5vanouit 
pour x= I et .27 = — I , et il en r^sulte que I’int^grale d(5finie 


I 


-f" I 

1 


U 


r/"-*-' {x - — r)''-''’ 


dx, 


diir^rence des valeurs de 0 pour .r = i et .27 = — 1 , est nulle. 
Le th^or^me exprime par l’<^quation 


I 


H-l 


1 


UX„H., 


dx o 


annartient. e-xclnsivp.mcnt. aiix nolvnomes de Legendre; car. en 



/2 -t- T , Lelle que 1 on ait aussi 


I UF (cc) dx = o, 

on en concliirait, quelle que soil la constante 

^ I ^ -H 1 

/ {JFix)dx — A^ \JX„^idx = o, 
J — 1 J — 1 


Oil bien 


j U [F(a;) — /fX/i+i] = o. 


Or, en prenant A-, de manih'e que F(a;) — s’abaissc 

j^iL'ini; (l0g.j.e^ en posant alors 

U = F(a7) — /cX,i+i, 

nous Irouvons la condition suivante : 





0 . 


Elle exige ^videmment que U s’^vanouisse identiqueinenl ; 
autrement, I’lntegrale ne serait jamais nulle, tous les eleiiK 
etant positifs, etil en r^sulle 


F(a:) = /fX„+,. 


INTEGRATION 


DES 

FONCTIONS TRANSCENDANTES. 


Sur Vintegrale des fonctions circulalres {Proceedings of the London 
mathematical Society, t. IV, 1872, pp. 164-175). 

Cours d’ Analyse de I’J&cole Poly technique, 1873, pp. 320 - 35 1. 


En designant par /(a?) une foncLion ratiomielle de la variable, 
el par /(sina;, cosa?) une fonction rationnelle de sina? etcos.2:, les 
scales expressions, dans le champ infini des quantiles Iranscen- 
dantes, dont nous puissions aborder I’int^gTalion sont celles-ci : 

/(sin iP, C0S3?), e'^^ f{x), e‘*-’'»/(sina;, cosa?), 

et nous n’aurons point, pour parvenir a noire but, a exposer des 
principes nouveaux, ni des mdthodes propres qui en soient la con- 
sequence. On va retrouver, en effet, d’une part la decomposition 
en fractions simples, et de I’aulre le procdde pour obtenir, lors- 
qu’elle est possible sous forme algdbrique, I’intdgTale d’une fonc- 
tion dependant de la racine carr^e d’un polynome. II ne sera pas 
toutefois sans profit d’employer ainsi, dans des conditions dlffe- 
rentes, les rndthodes qui nous sont dejk familibres; elles recevront 
de ces applications un nouveau jour qui en fera mieux saisir la 
portee et le caractere. On verra surtout comment celte recherche 
des procddds d’intdgration conduit naturellement ^ approfondir, 
au point de vue de I’ Analyse g^nerale, la nature des expressions 
( fsinx. cQs^b ciui sont le tvne des fonctions neriodiciues, en ord- 



Cours, des fonctions a double periode. 


De I’integrale f{s\nx, cQsx)dx. 


1. Nous partirons de la transformation en une fonction I’atlon- 
nelle de la quantite transcendante /{sinx, cosx), qu’on obtient ei 
jmsant 

z. 

De la resulie, en effet, 


de sorte qu’on pent faire 


F 1 ( •s ) 

./(sina^, cos a") = 


F(^) et Fi ( 5 ) designent des polynomes entiers en z. Cela posd, j 
vais montrer que de la decomposition en fractions simples de I 

fraction rationnelle resulie une decomposition en elemeii 

simples, de la fonction transcendante qui en donnera semblal)lc 
ment et d’une raaniere immediate I’integration. Considerant, dat 

ce but, la quantite est le type des fractions simplc 

je pose 

a = 


ce qui sera toujours possible en exceptant le cas de a = o, et 
remarque qu’on aura 


— CL ga;v^ ea^— 1 


c’est une consequence, en effet, de la relation 


raise sous la forme 


X , — 

cot - = I — 


T 2 


— I cot — , 


lorinauon an groupe cies iracuons pariieiies 


A 


z — a 





(-2 





en un polynome entier et dn degre n i en cot 
pouvons faire 


cot^a- 


d cota? 
dx ’ 


X — a 


1 


1 d^- co\.x 

cot® 3" = — COIX ->r r-T — y 

2 dx^ 


mais nous 


el la relation idenlique 

COt''''+'> X — — cot''-'"* X 


I flf cot^' 
k dx 


niontre que, de proche en proclie, on exprimera lineairement coL" x 
au moyen des deriv^es successives de cotx jusqu’a celle d’ordre 
n — I . Nous parvenons done a ce nouveau r^sultat, savoir 


Ai 


A„ 


iz~a)^ 


= C -h e.lo cot ~ (x — a) 
2 


.Am 


- 

(i?cot -(x — a.) 
2 

dx 




d''- cot-(a? — a) 


dx'*- 


les constantes C, eJU, .Am, • . dependant lineaireinenL des divers 
numerateurs A, A) , . . An. Ce point (§labli, je mettrai en Evidence, 
si elles existent, les racines nulles du polynome F(3) en faisant 

F(^) = — <2 , , .{z — 


et je modifierai la formnle gdnerale de decomposition en fractions 
simples en reunissanta la partie enti^re du quotient 


lions partie lies en 




F,(^) 
Y{z) 

— > de maniere k avoir 


les fraC' 


— z) 

A 

1 

h 

,.,L - 

An 

— — U J "T" 

— U 

z ■— a 

B 

— a)® 

h 

. » • 

H-. . . 



z — b 

— 6 

, 

' {z — by-^'^ 

, 1 - 

L 

L, 


, I- . 


z — l 

iz-lyi 



sances entieres, mais positives ou negatives, de Maintenantnoiis 
conclurons de cetle formule elemenlaire, en revenanl a la valeur 
I’expression sulvante de la fonction /(sin,a7, cosx). La 
quantile devenant d’abord 

_ Sa/,(cos/fa? \/— i sinAa?), 

nous donne une premiere partie, que je designerai par n(j:), et 
qui en sera considdree comme la partie entiere. Les fractions par- 
tielles donnent ensuite une seconde partie ([ai, en posanl 


aura la forme suivante : 




I 


= const. <Jl) cot-(a? — a) 4 - Xi 


dcol-(a; — a) 


alb cot - (a? — [3)4- albj 


+ -Lcot-Crr — X)-+- 


dx 

h 

1 

- 1 

0 

0 

P) 

dx 


d cot ~(x — 
2 

X) 

1 - 




cot - (a; • 


c/.r"' 


«) I 


alb. 


d/' cot - (a? 


!i) 


i/.r/' 


dsr 


. . 4- 41 .■ 


d‘^' cot - (a? — X ) ! 
^ 


La determination des coefficients <.lo, alb, . . ., 4^, <Ao, , alb, , . . . rcii- 
dra plus complete encore I’analogie de la formule que nous venons 
d’obtenir 

/(sin ar, cos a;) = II(a7) 4 - *1/57), 

avec celle de la decomposition des fractions rationnelles en frat*.— 
tions simples. 


11. Je ferai, dans ce but, en ayant en vue le groupe des coeffi- 
cients eAo, Jl,, ..., X,/, a7 = a+/i, et je ddvelopperai les deux 
membres suivant les puissances croissantes de A. Or, les series 

provenant ainsi de la partie entiere et de cot 

cot - (.27 — X) ne contiendront que des puissances entieres et po.si — 


avons, en efFel, 


col 


h 


k 6 3Go 


et, comme Ja derivee de h prise par rapport kx estl’unltc, on 
deduira successlveinenl de cette relation 


d cot - (a? — a' 
a 

dx 


cot - {x — y.) 
1 


a 1 

A* 6 lao 

4 A 
A* Go 


el, en general, si I’on n’dcrit point les puissances positives de A, 


d’'- cot ~ (x — a) 
2_ ^ 

dx"- 


( — 1 )« I .a. . .n 


A"-+‘ 


Le d^veloppement du second inembre n(a;) + <I>(a7) se coinpo- 
sant ainsi (les termes 


t cjln nJtn 

A A^ 


aA.<i nJtii I . aojto? , ^ I . a. ... /I (Jt)/ 

* t — — I Vi : 

h? ^ A"'*'* 




el d’une s^rie infinie de puissances positives de A, nous obtiendrons 
les coefficients X, cAoi, . . ., X«, en formant la partie du d(5veloppe- 
raent du premier membre /(sina:, ccsa:) qui est coinpos^e des 
seules puissances negatives de A. Supposons a cet efifet 


/[sin(a •+- A), cos(a -t- ^0] ^ ~ 


, . 1 . 2...nA„ 

_1_ (_ iVi 


on aura imm^diatement 

(Jla = 2 ^ ^ * ~ 2 ‘ ii ~ 2 ^ * 


et j’ajoute que, si I’on multiplie membre a membre I’^galitd pr^c^- 



cot -{sc — a) - 


, d^cot-(a; — a) d- col- {x — a) 

fi ^ ^ ' 


r— O'" 


I .‘i. . .n 


dx 

d»' cot - (x — a) 
2 

dx"- 


1.2 


-H. . . , 


dx- 


on trouvc pour le coefficient divise par deux, du terme en pre- 
cis ement 


ftHi' cot — {x — o; ) — 1“ ' 


d cot ~{x — cl) 


dx 




d" cot - [X 
2 

dx" 




Le groiipe total des elements simples^ se rapportant a la c[uanlil(? 
x — 'j. qui rend infinie la fonction proposee, estainsi le demi-r^sidu 
correspondant a Ii=z o, de I’expression 

/[sin(a -+- A), cos(a 4- A)] cot ^ 


resultat analogue, comme on voit, a un tlieoreme de Lagrange. 


111. Apres avoir jusqu’ici suivi pas a pas la thdorie de la decom-* 
position des fractions rationnelles en fractions simples, nous 
aJlons introduire une consideration nouvelJe qui a son origiiK^ 
dans la propri(^te caracteristique de la transcendante /(sin ic, c.o&oc') 
dAtre periodique. Je remarque que, d’apres la relation 


X 

cot — 
2 


cota? -(- coseca?, 


la fonction $( 37 ) s’exprime en termes de deux formes, a savoir 

d" coi{x — cl) d" cosec (x — a) 

dx" dx" ’ 

les premiers ayant pour pdriode u et les autres se reproduisant erx 
signe contraire lorsqu’on change x enx-\-Tc. Or, a Tigard de 

Ufa?) = 2 a/f{coskx 4- / — i sinAa:), 


r)(a;) = S«2 Am-i[cos( 9. /f -h \ )x /— i" sin ( 2 /: -f- 1 )^], 

en r^unissant d’une part les termes coiitenant les multiples pairs, 
etde I’autre les multiples impairs de la variable, on aura de meme 

0(a? -f- 71 ) = 0(27), TT) (27 -h tt) = — 

De la r<5sulte la decomposition de la fonctioii proposee en deux 
parties 0(a?), H(:c), de sorte qu’on aura 

y(sin27, GOS.r) = 0 ( 27 ) -i- H(27), 


avec les conditions 


0(27 7r) = 0 ( 27 ), H(27-}-7c)= — M(. 2;')5 


les expressions des nouvelles functions introduites etant 


0 ( 2 ?) = 0(a7) •+• oAi' COt(27 — 3C) -t- I'JUl ^ 

-(- all) cot(.27 — P) -h il!)| — - ^ al!)y, 


„ , ^ dcot(27 — X) 

-h 4^ COt(27 — X) -f- 4^1 


d"’ cot (27 — a) 
dx'^ 

d/'cot(2' — [4) 
dxi^ 

t 

d''' cot(x — X ) 
dx^ 


et 


COS^C { oc *) 

Il(27) = 7j(27)H- AoCOSec(27 — H . . . ol./l 

H-ail) cosdc(27 — (3) H- ali)| - ^ 


I , ' <^COSec(27 — X) ,, 

h- 4^ cosec(27 — X)h-4^i 


d"cosec(27 — a) 
dx"- 

d^/^COSdc(27 — P) 
dxi> 


dl'fCOsdc(27 — X) 
dx^ 


Nous voyons done apparaitre deux elements simples distincts, 
cot a? et cosec ^ on appartenant en propre aux fonctions 

dont la periodicite est celle de 0fa;) ou H( 2 ;), au lieu de cot - qui. 



lions raiionneiies. u esi paries appiicaiions qu on reconnaitra su: 
lout, rulilite de ces distinctions et, pour coinmencer par un ci 

facile, i’envisao'erai d’abord la fonction ^ 

J’observe en premier lieu qu’en introduisant la variab 
- _ il vient 

I -iz 

cosa — cosa? a^cosa — i — 5^ 


Or, les racines du denominateur sont evidemraent les qiianlit( 
numerateur est seulementdu premier degre ; aiii 
la parlie entiere 11(3) n’existe point, et nous aurons 


cosa — cosa? 


— • G "T“ cot • 


cot 


Calculant maintenant les residus pour x — <xtVx — — a, j’o! 
tiens les quantiles 


I 1 

sina’ sina 


et, par suite, en divisaut par 2 les valeurs 


<A> = — ! — > 'iJl> = ! — , 

2 sin a 2 sina" 


de sorle qu’il vient 


= G -i : — ( cot 


cosa — cosa? 2 sm 


J-(c 
ma \ 


X — a a? - 1 - a 


cot ■ 


On iroLive d’ailleurs sans peine que G= o; mais voici, pour d 
cas moins faciles, une determination directe et immediate de cel 
constante. Supposons, en general, 

/(sina?, cosa?) = 

F(3) ne conlenant point le facteur z et etant de degrd au inoi 
egal a celui de Fj (z), la partie d^signde par ^»(^) existera set 


a cot -(X — a ) 

[ 2 

/(siii.r, cos a?) = G -+- oAa cot - (a: — a) -4- tJUj . 

d cot ~ (x — B) 

I '2 ^ 

4- Till cot - (a; — p ) + (- • • • 


-t- cot -(a; — 


of cot - (a? — X) 


dx 


4-. 


Or, je dis qu’eii appelant Get H les valeurs de pour z nul 

et infini, on aura 

G=i(G-t-H). 

Eu elFet, la relation 


cot 


:i = /: 


.gU-a.) v'-i ( 


j(;r— a) v'— 1 — I 


— = \/—l 


-av/-i 


4- I 


— OtV^ — L j 


fail voir qu’en supposant z nul et Infini toutes les quantiL«is 
cot se r^duisent a — \/ — i et 4- \/ ■— i J elle montre aussi 

que leurs ddrivees des divers ordres s’dvanouissent; nous avons 
done 

G = C — ( <J\j) -+• li'> 4" ... 4“ 4^) — f ) 

II = G 4- ( o/lo 4- li!) 4- ... 4- 411 V^— G 


et, par consequent, 


(Jli) 4" 4“ . • . 4~ — 



G4-I1 

2 


Dansl’exemple considere Lout a I’lieure, on trouve sur-le -champ 
G = o, H = o, de sorte que C est nul coinme nous I’avons dit. 


Solt, en second lieu, I’expression 

sin/na? — r 

— r = , 

sinna? .z*"’ — i 


les nomhres m et n dtant entiers. Si I’on suppose m > n, on voit 


tant de cette identite 


Z-fn— I 
-irt_ , 


— Zin—n^ ^/i— /«_)_ -/«— 3«_|_ ^zn—in_i^ _ 


-t- 


>m— (2A-— J)H ' -Xilc—Dii—ni . 


Aik-^Dn-m . 




je prends pour k I’enLier iinmediaLenieiiL siiperieur a --- ; 
sorie qu’on ait 


, jn — 71 
K = -f- 


s elant positif et moindre que [’unite. 11 en resulte que 

{‘ik 71 -- in — i.tn et in — {'ik — v)n — 'i{\ ~ t)n\ 


ainsi, dans la fraction du second membre, ie numcrateur esL 
degre inferieur an denominateiir. L’identite employee se veri 
d’ailleurs sur-le-champ, car, en remplacant z par I’exponenlie 
elle se transforme dans I’equation bien connue 


= -i cos(m — 7i)x % cos(/?t — 3 n)a? 4 ". . . 


4 - 1 cos[ w — {'ik — 
Nous obtenons ainsi 


.sin {’xkn — in)x 


sin nx 


II(a;) =: 2 Cos(m — n)x cos{ in — 3 4-...4- i cos [/?i — ('2 /c — i) / 

et 


«I’(x) =■ 


s i n f 2 kii — m ) r 


ou simplement 


^(ar) = • 


en supposant maintenant m inferieur a n, en valeur absolue. 
Cela (^tabli, les racines de I’equation z-'^ — i = o sont donn 


In 


par la formule z~e"-'^ \ prenant les valeurs o, 1 , 2 ,..., 2/1 
kr. 


et si Ton fait a = — le r^sidu de lafonction ^ correspond 
n sinna? ^ 

sin/na ( — 


a 5 : = a sera 


: et nous obtenons. nar r.ni 


— ( — i)^' sin ma. coL - (; 


Mais ayant 


4>(a;‘ -1- tt ) = ( — lyii+n (p(a^), 


la fonclion appartienclra I’espece &(a:) ou H(,27), suivant que 
m-\~ n sera pair ou impair, de sorte qu’il vient, pour le premier 


= ( — i)* sin ma cot(a’ — a), 


et pour le second, 

sin»iar_ I "^ ( — i)/‘'sinma 
sin /I a? sin (37 — a) 

Or, dans les deux cas, les Lermes des sommes qui correspondent 
aux valeurs k et k + n sont egaux; on pent done, en doublant, se 
borner a prendre k = i, a, . . /i ~ i , le residu relatif a A' — o 
etant nul. 

Soit encore I’expression 

cot(r — a) col (.r — p) ... cot (a? — X ) ; 

en di^signant f)ar n le nombre des quantites a, [i, . . ., x, X et faisant 
^ ^ ..., on aura, pour transform^e 

en 

Vv U (•.2_a2)(.32— 62)...(25a— 

On voit que le nurnerateur et le d^nominateur sont de m^me 
degrii; ainsi il n’existe pas de partie enti6re et nous avons seule- 
ment a calculer Or, les 2 /^racines du d^nominateur sont, 

d’une part, ..., et, en outre, ces mi^mes quan- 
tities changiees de signc, c’esl-a-dire g(X+7t)v/-i. 

d’ailleurs, ayant (p (.a; •+• tt:) = <X> [x)^ la fonction propbs^e appar- 
lient au type ©(a:) et ses dlbrnents simples, ou figurent les argu- 
ments a et a -h 71, 6 et ^ H-ti:, . . ., se rbduiront a ceux-ci*: 


cotta? — ai, cotta? — S') cotta? — X). 


4>(a;) ^ C - 1 - <~X> coi(a? — a) -+- illi col{x — [i) . .-l- ^ cot(a7 — X), 

al,, 111), 41 .elantles residus de<J>(a;) pour.r = a, .x~X, 

c’est-a-dire 

0 , 1 , = cot(o£ — p) cot(a — y). . .cot. (a — X ), 
lib = cot(p — a ) col(P — y), . .cot(P — X ), 


4^ = col(X — a ) coL(X — p). . .cot(X — x). 


Enfm la constante C s’obtient par requalion elablie page 63, 
C = ^ (G + H), au moyen des valeurs 

g = (_v/=:7)", h = (/“)", 


que prend la transformee en s, pour z mil et infini, ce qui domic 
simplement C = cos 

On trailera de la m^une maniere I’expression plus generale 
F(sina?, coscc) 

sin (a; — a) sin (a? — P). . .sin (a; — X ) 

ou le nuuK^rateur est un polynome enlier en sin^e et cos^, el, s 
nous supposons qu’il soil homogene et cle degrd n — i, on .sen 
ainen^ a la relation suivante : 


F ( sina?, cos.r) 

sin(a7 — a)sin(ar — p;...sin(a7 — X) 

F(sin a, cosa) t 

sin(a — p)sinca — y). ..sin(a — X) sin (a;' — a) 
F ( sin p, cos P) I 

sin( p — a) sin (p — y . .sin ( p — X) sin (a: — p ) 


F(sinX, cosX) 

sin(X — a) siii(X — P). . .sin(,X — x) 


I 

sin (a; — X) 


Nous en deduirons, en chassant le ddnominateur, 


+• 


sin(a7 — P)sin(ar — 'y)... si 11 ( 3 " — X) 
sin (a — P) sin(a — y). . . sin(a — X) 
sin (a? — a) sin(a; — y). . . sin(a 7 — X) 
sin(P — a)sin(p — y). , . sin(P — X) 


F (sina, cos a ) 
F (sin p, cos (i ) 


F(sin a?, cosa?) = 


resuUatqui se rapporte a la tli^orie de I’interpolation comme don- 
nant J’expression de la fonction F(sin^, cos a;), ou entrent n coef- 
ficients arbitraires, an moyen de a valeurs qu’elle preiid pour 
a; = a, ^ = [B, . . . , ^ = X. 


V. C’est pour obtenir I’integrale de la fonction transcendante 
/(sin>r, cos^r) qu’a etc ^tablie la formule de decomposition en 
elements simples, dont je ne multiplierai pas davantage les appli- 
cations; sous ce point de vue, void maintenant les consequences 
^ tirer de la foi'inule gendrale 

/(sin^, cosa?) = n(a-) -l- 
En premier lieu, et ^ I’egard de 

H(a;) = Sa/,(cos/ra? / — i sin/ia?), 


nous observons qu’on a 
d sin 


dx 


k cos/ca?, 


d cos A- a? 
dx 


k sin A: a?, 


d’ou, par consequent. 


/ 


cos A'a^ dx — 


sin kx 

-ir^ 


/s!„ 


k X dx =■ 


cos A-,r 
k 


Ainsi I’integration reproduit une expression de mdine forme que 
la fonction proposde, sauf un terme proportionnel a la variable pro- 
venant de la partle constante qu’elle pent contenir. 

Soit, par exeraple, n(a;) = cos"a?; Tegalite acos.r 
donnera, en relevant k la puissance n, et ra))prochant les tei’ines 
equidistants des extremes, 


-h I 


1 

2'‘ CO s'* a? = -1- H 


1 ril-—- -i— 

1 -I- 1 

f ^fl — It- — 1— - ^ 


i.a ' 

\ j 




Distinguons maintenant les deux cas de n pair et impair; nous 
aurons, dans le premier, avec le terme constant, 

n(n — \ ) 


n 
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el, par consequent, 


cos"; 


sin/ia: _ nsin(7i — ‘i).v n(n — i)sin(n. — ^)x 


71 I 71 — ‘A 


1 , A 71 4 




dans le second, il viendra 


„ 1 .. ^ — • ) 

A"”' cos" a; = cosna- -+- — cos (77 — 2) a; h cos (/7 — .i)x ~h. . , 


. I 71 -4- I 

71(71 1 ) • • • ( ^ 1- ' 


d’ou celLe formulae ou la variable ne sort plus du signe sinus 


fco.'^xdx ^ ^ ^ + . . . 

J 71 I 71 A 


/ ^ H- 1 

7l{7l — \). . . ( h I 


On traitera de mdme 1 ’expression plus gendrale 


o-.-r = 


_ / S'- — I \“ /s2-t- ( y 


sin“.r cos^ar 


inais I’integrale J' sin"cos*aprfa; s’obtient encore par un autre pr 
cede fonde sur I’identite suivante : 


rfsin“-ia7Cos^-'"ia . . 

— = (a — i) sin“-2a; cosA+ 2^ — (£> -H i) sin^a? cos'^a; 

= ( a — a ) si n ®- 2 a; cos* a; ( I — sin^a?) — (6H-i)sin«a7 
= (a — 1 ) sin“— ^a? cos*a7 — ( a + 6 ) sin"a; cos*. a?. 



la L^UclUULe 


a celle-ci 


'■X cos^x dx 


J sin“; 

J' cos*a; (iar, 


ou /2 est un entier quelconque. Si I’on suppose a impair, le cal 
est Leimine, car, en faisant a = 2n-{-]^ on obtienfc immedi; 
inent 



nx co&^x dx =~ 


cos^"*-* X 

b + [ 


Dans le cas de a pair, nous prendrons 2n = a, et I’on oper 
ensuite sur rinl^graley* cos^a^ dx, au nioyen de la relation 


b l'cQs^xdx~{h — i) J' c,oif>-~x dx ->r smx 


qui ramene, soit k J cosx dx = s'lnx, soil a Jdx — x. 

En consid^rant en second lieu I’expression J dx, j’ecri 
pour abr^ger, comme a propos des fonctions rationnelles, p. i 


„ d col - (a? — a) 

tl>(a;) = G-H^Xcot-(a7 — a)-i-2 al,i- 


dx 


oAflre 


<3?" cot - (a? — a) 


dx^- 


maintenant on voit comment la composition de cetle formule cc 
duit imm^diatement au rdsultat. Nous n’avons, en effet, q 

d(^terminer la seule intdgrale J cot^(^— a) dx; or, on a 


cot 


cos -(x — a) 
a 2 ' 


sin -{x — a) 
2 


d log sin - (a: — a) 
dx 


et, par consequent, 


de sorte qiie 

J' ^{cc) dx — Cx A, log sin ^ (a? — a) '=''^1 cot - (a? — a) -4-. 


*'Aoj 


cot - (a:* — a ) 
dx'^~^ 


Les relations 


0 (a:) Jl£i cot(a: — 


cAo 1 


H- 


d cot(a 7 — a) 
dx 

d''- cQt(a; — g) 
dx'^ 

TT , • ™ ^ cosec (a 7 — a) 

H {x) = >^ e/Aa cosec(a 7 — a) ciUi - 

d'^ cosec (a? — a) 


oAo, 


dx'^ 


donneront pareillement 

J Q (a;) o'a; =2 Jlo log sin(a; — a) tJUi cot(a 7 — a) H- . . . 

of"-* cot(a: — a ) 


cJlo/ 


dx'^~ ‘ 


J H {x) dx <A> log tang ^ (a? — a) 'Adi cosec(a 7 — a) - 1 - . . . 

cZ"-' cosec ( a? — a ) 


cllo/ 




En efl'et, nons avons deja 

J' coL(a 7 — a) dx = log sin (a? — a), 

et, quant a I’integrale 

f cosec (a? — a) dx = f — — 5 

J J sin(a7 — a) 

elle s’obtient, soit par I’dquation 


sin(a; — a) 


K 


tang-i {x — a) cot ^ (x — a) 


dx — 


d’ou 


sin(:ir — %) 
dx 


I -+- 


— _ r — = logi = log Lang - (a; — a). 
sin(^-a) J i ^ ‘’a 

Voici quelques remarques siir ces r^sultats. 

Vf. Les expressions qui, en deliors des termes logarithmiques, 
a savoir 

„ cZcol(^ — a) „ col(a; — a) 

JUi cot {x — a) - 1 - Jlfl2 ; H. • .-H ' 


dx 




et 


clUi cosdc(a? — a) 


d cos 6 c (a? — a) 
dx 


— |— . , . -f- Jlo I 


d'‘-^ cose c(x — 
dx'^-^ 


composent, avec diverses valeurs des coiistantes X et a, les inte- 
grales &(x)dx, j' ll{x)clx, ontrespectivement la im^mc peno- 

dleite que 0(^) et }i{x). La premiere, comme on Ta vu au para- 
graphel, dquivaut h un polynomc entier dii dcgre n en cot(a7 a), 
la seconde donne lieu a la transformation suivanle. Soil, pour un 
moment, 

cosdc(a7 — a) = « et cot(a? a) = ^; 


nous remarquerons qu’on. peut <Scrire 


dt 




de sorte qu’il vient successivement 


du 

- sin (a? - 

^ d'^t 

- cos (a? 

dx 

* dx’^- 

d '^ u 

- sin (a? - 

- ■\( — 

dt \ 

dx'^ 

dx ) 


. dt 

2, cos (a? — aj 


d’^t 

dx^ 


et, en g^n^ral, 


f/* u 
dx'‘ 


r 


: — sin (a? — a) 
— cos(x — a) 


dt'+i t 


k ^ 
dxi‘ 


k(k^ 


I ) t 

dx/‘ 


•••] 


I .2 

k{k — i){k~%) df^-^-t 
i . 2 . iJ dx^-^ 



i .2.iJ 
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II en resulte qu’on peut donner a I’expression 


. „ dll , u 


d’abord la forme 

sin (a; — a) -+- Gj 


d"-^ u 


dx"-'^ 


, , ,, d"-'^ t ,, dx’^ -'‘-t 

-h cos (a; — “) ( « 


dx'^~^ * ‘ dx'‘~- 

les coefficients G et H etant constants; ensuite celle-ci 
sin(rr — a) F(^)-i- cos(.r — a) Fi ( ^ ), 

en designant par F(/) et F((^) des poljnomes en I dcs dcgrdi 
n + I el n] enfin an moyen des valeurs 

t 


sin(a7 — a) 


y/ 1 -i- t 


on ecrira 


da 


cos fa; — a) 

u 


\/i 

no 


^ -f- do, 


ce nouveau polynome S'(f) etant du clegre n + i . .Sous ces fornu 
nouvelles, les quantiles qui entrent dans Jes deux integral es soi 
parfois d’une determination plus facile, etj’en donnerai quolqu 
exemples. 

Soit d’abord I’intdgrale 


fcov.-^>.clr, 


I’exposant n etant entier et positif; d’apres la inctbode genera 
on posera 


„ , dcotx „ d’^cot.cr 

Cot^“Fl X • — G — H "ill) COt^ cAui . • . *4*" cAd/1 


dx ‘ ' dx'*^ 

el les coefficients s’obtiendront, solt au moyen des relation.s 

d cotar 


cot^a?= — I ■ 


dx 


s^rie 


I X 

cola? = — — —p 

X i 45 


et subsliluanl dans 1 ’ equation pour Identifier. 

Or, la variable colx = qui est indiquee par la forme connue 
d’avance de I’integrale, en donne facileinent la valeur, car ayant 

r , , r 

I coV^^xax — — I 


I - 1 ~ 


I t-' 


il suffira d’extraire la partie enli^re de la fraclion ^ si n est 
impair, on formera ainsi I’egalite 

(ii+\ 


I a- 


{ii-i _ . .-h {— i) 


(-0 ^ 
1 -+- 


d’oii 

fn-*-\ dt f 


/ 


in-h 


; ...-hf— 1) ^ t — ( — i) - arciangZ, 

I n II — -I- n — 4 

et, par consequent, 


I 


coi«-i-i X dx = 


coL".r col" -X c.oV^~’*.T 

I 

n ' n — a n — 4 

n — i n - I 

(— I) - col.r — (— I) ^ ‘'r. 


Dans le cas de n pair, il viendra semblablcment 




l -h 

on en conclura alors 


/ll-l //i-2 _t- 




I -H Z * 


/ 


col""'"' X dx — — 


col" a? COl"~’“,T COl"”'‘.T 


n — 2 


n — 4 


-collar - 

(_,)2 -H(— ,)2 log sin iP. 


Rapprocivant ces rdsultats de I’expression donnde par la m^tbode 
general e, a savoir : 

1 cot^ 

cot''"*"* X dx == Cx eA.0 log sin rr -H - . cAdi Goto? -h. . . -h J^n — ’ 


. \‘i 


sant sina; = X dans la formule g^nerale 


dx = C^-4-a2 Jla log sin — a) 

<Jlai cot- (^ — a) -t-. . JU/i 

la partie transcendante est donnee par les terraes Ox et 


d!"-' cot - (a? — a) 
2 


r \ - I 

I cot-(x — a) cte = 2 log sm - ( a? — a), 
J 2 ' ° 2 

dont le dernier prendra la forme suivante. Soient 


Y = \/ 1 — X-, a = sina, = cosa, 


on aura 


J' cox. ^{x — 'j.) dx — J' - 


sin(a 7 — a ) 


cos(ar — a) 


dx 


=/r 


b\ — aY dK 


aX — bY Y 


de sorte qu’au lieu de la fonclion de troisieme espdce amenec pj 
la methode d’integralion des radicaux carres, a savoir ; 


b dx 


r bo 

J — 




log 


I — ax — bv 


nous somines conduits a la quantity 

r bx — ay dx . . . ^ 

/ ^ _j(3gq, — 

J i — ax — by y ‘ 


Mais j’arrive, sans insister sur ce point ('), a une dernierc <u 
side'ration, a la determination de I’intdgrale d^finie 


r /(sinw, 


cosay) dx. 


(‘) On a, d’une maniere plus gdndrale, 


/ 


{cb' — be') X + { ac' — co)) y + ab' — ba' dx _ , „ „ ax by n 
(ax -h by -h c) (a'x -i- b'y -h c') ~y ~ a' x -\- b' y -t- 


et I’on doit remarauer les eas oartionliers dans losmipls infrfSiri-.nl 


/(sin a?, c.osa7 = II(a7)-+-<I>(a7), 


j’observe d’abord que la fonction ^{x) devra eLre finie pour Loutes 
les valeurs de la variable comprise de z^va a a-rr, c’est-a-dire quel 
que soil a?, puisqu’on a <I>(a? H- arc) = alnsi dans les ele- 

ments simples coL^ (a:; — a), aucune des constantes a ne sera 
r^elle. Ceci pose, les termes periodiques de I’integrale indelinie 
des fonclions Il(a7) et reprenanl la meme valeur aux limites 

a? = o et X ~ ne ligureront point dans le resultal, et nous 
aurons seulement a considdrer le terme Cx^ ainsi que la parlie 
logaritlunique ^ =<1) log sin (a? — a)'. Du premier r^sulte imm^dia- 
temenl la quantity G 2 tc; mais les termes transcendants demandenl 
une attention particuliere. Gomme dans le cas plus simple de 
I’expression 



la relation 


,/ 


col - (a? 
2 


ct.) dx ■= 2 log sin 


ne determine pas sur-le-cbamp, a cause des valeurs multiples des 
logarithmes, I’int^grale ddfmie prise entre des limites donndes a?o, 
Xi, et j’indiquerai d’abord de quelle maniere on y parvient avaiit 
de supposer Xq— o et a?) = 2 7t. 

Soient 

a = a ■+■ b \/ — I, sln^(a7 — a) = X-i-Y /— i. 


Envisageant X et Y comme les coordonnees OP et MP d’un 
point M rapporte k deux axes rectangulaires Ox et 0/, je figure 
la courbe MM^ qui sera le lieu de ces points lorsque la variable x 
croUra de Xo ^ a?i . De cette maniere, le rayon vecteur OM = R et 
Tangle MO.a; = 0 seront, a partir dii point M, correspondant a 
x~Xq, des fonctions continues entibrement d^termin^es de la 
variable x. Remplagant done cot^(.'r — a) par la d^rivde logarith- 
mique de 

c'.v, A / ^ _ X _L_ Y ./ITT — R ( I cln 


maintenaiit on a, sans aucune ambiguity 



log OM'— logo M, 



dO = M'Oa? 


M 0 a;, 


el I’inlegrale proposee se U'ouve determinee. Mais arrivoiis a 
limites zero et 2 'k; si nous faisons pour un moment 


nous aurons 


A = 








d’ou 


A sin - (a; — a), 
a ^ ^ 


Y = — B cos -(cr 
2 


a), 



de sorie que la courbe MM' est une ellipse. Remarquant qu 
est tonjours posilif, je distingue deux cas, suivanl que B i 
positif ou n^gatif. Dans Ic premier, je pose 

a- — a Tz 

= — -j— (Pj 

2 2 

d’ou 

X = Acosc3, Y = Bsin(p; 

oela etant, lorsque x croitra de z^ro a au, cette ellipse sera de 
dans le sens direct depuis un point M 3o) jusqu’au poin 

situe sur le prolongement du diametre OM. En second 
lorsque B est negalif, je fais 

a? — a It 

= cp 

2 2 ‘ ’ 

ce qui donne 

X=Acostp, Y= — Bsincp; 

c’est alors du point M au point M' la seconde moitid de la cc 


M'0a7= M0^ + -; 


clans le second, an contraire, il ddcroiL, cL nous passons de la 
valeur MO a; a M'Oa? = MO:r — u; les deux rayons vecteurs OM 
ct OM' sonl d’ailleurs egaux, ce cjui fail disparaitre la partie loga- 
rilhmique; par conscc[iient, en designant par (6) line quantile 
egale a I’unitd en valeur absolue et du signe de 6, nous aurons 


^2Tr ^ 

I cot-(a7 — a — b \/ — i)da;=‘i{b)\/ — i. 

Jfj 2 

Void quelques applications de cetle formule : 

Posons 

X = a / — t 

dans la relation 

QisinX X — X .r -t- X 

= cot cot 

COSX — COS*‘ 2 2 

Stabile page 62, et soit a = e“; elle ])rendra cette forme 


2(1 — 


\ — 2a COST -h a'^ 


— I ( cot 


.av/=:T 


cot- 


X •+-a 


el nous en conclurons successivoment pour a < o et a >> 0, c’esl- 
a-dire en-supposant a -< i et cz >» 1 , 


i: 


( I — a^) dx 


et 


i: 


(i — a'^) dx 


2 a cos 2 




Le second cas se ddduit d’ailleurs immddiatement du premier 
par le cliangement de a en ^ • 

Soit encore I’expression plus gdndrale 


cos mx 
cosX — cosa;’ 


m dtant un nombre entier quelconque ; en faisant 


I 

— 'xz cosX ■+■ z^y 


elle devient 


CL UUllLiClit jycll CUllOCLJLlCllL H IJ C |jai lAC CIXLXUA 

Je pars de ces deux identites, faciles a verifier, 
sinX 


— -xz cosX -4- 


sinX -f- z sin 2 A -+-^- sinSX -T-. . . 


, sin mX — z sin ( n 
-f- z">-- sin («i — I )X 4 - ^ — 

^ ' 1 — 2^ nos X - 


siiiX 


sinX. sinaX sinSX 


f — 2 5 cos A 


sin/??X I 5 sin (/?i -+- [)X — sin/«X 


~/li-l-l 1 — '2SC0 sX-1-5- 


et je les ajoute membre a membre apres avoir divis^ la p 
par z'^~\ et muUiplie la seconde par 5"^+' ; il vienL 


{z-"^-{- 1 ) sinX 


(1 25 COS-i- Z-) 


= (5' 


sinX -1- (5'” -2 4- 52-"*) sin 


4- (5 -4 5-1 ) sin(m — i)X -4 sin m\ 
5 [ sin( -4 I )X — sin ( m — i )X] 


2 5 COS X 


et, par consequent, si I’on remplace s par Fexponentiell 
nous aurons 

coswaisinX , cos ??iX sinX 

^ =n 07)4 s-j 

cosar — cosX cosa; — cosX 

en faisant 


7 c(a;) = 2 sinX cos(/n — 1 )a: + 2 sinaX cos(m — 2)a? 4 - . . 
4- 2 sin(m. — i)X cos a? -4 sinmX. 


Le terme constant de la partie entiere est slnmX; on 
dura, en faisant comme plus haut, X = a y/ — i , e^ — a. 
donne 


sin mX = 


\/- 


COS 7 ?lX = 


1 4 - a- 


xa' 


Jci I — 2a 


(i — a-) cosmx dx 

= 2'Tra"^ pour a <. i , 

cos a; 4- a2 ^ 


et 


(i — a-) cos nix dx xt^ 


r- (1 — a2)( 

/ I — 2ac 


osa? 4- a2 


pour a >• 1 


Je considere en dernier lieu la quantity 


m n 2 'T 


(cosX — cosce) (cos jj. -- cosa?) 

en posant 


= I Jlo / 


sc — A a? -f- A 

cot col 


(■ 


„ . X — fJl X — u 

lib I cot — col !- 


„ sin A sinu 

2 JU = ^ j . 2 lib = * 

cos |JL — cosA cos A — cos[j. 

Faisant encore 

A — a y/— ^ , P- = P V — ' 1 a = b — eP, 

nous trouveronS; en nous bornant, pour abr^ger, au seul cas de 
a < 0, p < o, 

.'f ab X dx 

(i — 2a COSX -h {i — 2 b cos .x -h b'^ ) 

— — 2 'll: — ( -I- 'lib ) 4 y/ — I ; 


or, on a facilement 


4., -+- 'll'.) = 


1 A — I— u 

- cot 1 - 

2 2 


I 


2 


\/- I 


1 -h ab 
1 — ab’ 


d’ou ceLle formule 




sin^x (ix 


(r — -la COSX -+■ a'^) (i — 2 b cosa; -f- b‘‘-) 


ab ’ 


qui donne tm r^suUaL important en d^veloppant les deux membres 
suivant les puissances de a et b. Si nous employons, cet effet, 
les relations 


sin a? 

( — 2 a COSX -h a‘^ 
sin 37 

i-\- 2 b cos 37 -h b^ 


=2 

=2 


a"' sin (m H- i)a 7 , 
b''- sin(n -+-])a 7 , 


oCi m el n reqoivent toutes les valeurs endures de zi^ro a I’infini, 
oil parvient a I’^galit^ suivante : 


> / sin(/n •+• i)a7 sin(n H- 1)37 0^37 = Tr(n- 6"- 




dont le second membre ne renferine qtie les puissances du pro- 


sinmaysin/za:^ dx = u 


^ 2Tt 
^ 0 


lorsque m el n som differeals, tandis qu’il vient, si on 
egaux, 

. 27 . 

I sin- ma? dx = it. 


On Iroiive d’allleurs direclement ces relations an 
identitcs 


2 sinma? sin /^a7 = cos(/« — n)x — cos (?n -{- n)x 
2 sill- /?2a7 = I — cos 2 mx, 


qui donnent les integrales ind^fmies 

sin(m — n)x sin(m-hu 


Jsin 


nix sinnx dx 


/ 


sin^ma? dx 


2 {ni - - n) 2 ( //? -f- rt, 

X sin 2 /?? a? 


2 


4 m ’ 


et, par suite, comme on voit, 




sinmx sin/ 2 a; dx = o, 


j . 27. 

sin2 

fi 


m X dx = 


En partant de celles-ci : 


2 sill mx cosnx = sin ( m -t- n)x -i- sin {ni — ii)x 
2 co&mx cos nx = cos(m -4- n),r -4- cos( m — n)x 


nous aurons semblablement 

j . 27. 

sinma? cosna; c/a; = o, 

0 

m^me dans le cas de m — n, puis 

j . 27 . . 27 . 

COS ma; cosna? (ia? = 0 , j cos^ mxdx = 
0 dn 


Ces integrales definies, qu’on obtient si facilement, 
comme nous allons voir, k d’imnortantes cons^auence: 


positives d’une ou de plusieurs variables ont pour caractere esseu- 
tiel d’etre continues lorsqu’elles sont convergentes, et c’est en 
admettant cette condition de conlinuite qu’elles ont et6 employees 
dans les applications gdomdtriques, et en particulier dans les theo- 
ries du contact et de la coarbure des lignes et des surfaces. Mais 
J’analyse conduit a des series d’une autre nature, qui, tout en res- 
tant coiivergentes afin d’avoir une liinite determinee, ne sont plus 
necessairement continues, et peuvent, lorsque la variable crottpar 
degr^s insensibles, reprdsenter diverses successions de valeurs 
appartenant a des fonctions de formes tout a fait differentes. Un 
premier exemple en a deja dte donne, et nous avons vu qu’en 
faisant 

, . sin 3 a? sinSar 

f{x) — sina^ H 1 h. . . 

on a 


lorsque la variable est comprise entre 2inz et (2/1 Landis 

qu’on obtient 

It 

J(x) —— - 

\ 

quand on la suppose comprise entre (2 — i)tt et a/iix, n dtant un 
nombre entier quelconque. Or, ce r(5sultat se rattache a une for- 
mule g(§ndrale donnant un nouveau mode d’expression des fonc- 
tions d’une grande importance en Analyse, et que je vais indiquer 
succinctement. 

Soit line fo action donnde entre les limites x = a, x = bf 

avec la seule condition d’etre toujours finie; la suivante : 

fix) = -—xy 

le sera de m^me depuis x — o jusqu’^i x = arc, et Ton prouve 
qu’elle peut se reprdsenter de la manidire suivante ; 


f{x) = Ao-t- A-i cosa: -h As cos2a7 -h. . .-f- A.„i cosrnx -f-. - . 


ment se determinent les coefficients. Le premier s’obtient en mu' 
tipliant les deux membres par dx^ et integrant enlre les limit( 
zero et 2^; ajant, en ejDfet, 


i: 


cos mx dx = 0 , 


I" 


sin nix dx = o, 


il vient ainsi 


2TrAo= / f{x)dx. 

d 0 


J’opere ensuite d’une maniere analogue en multipliant succe 
sivement par les facteurs cosm^ dx^ sinm.2; dx \ les relations pr 
cedemment elablies, a savoir : 


i: 


cos mx cosnx dx — o, 


i 


co^mx ?,\nnx dx = o 


montrent que I’inldgratlon enlre les llmites zero et 2Tt dliniinc 
tous les coefficients de la serie, sauf A,n et qui seront respc 
tivement mulLipli( 5 s par les quantiles 


r 


cos^mx dx = 7z, 


i: 


sin^ma; dx = it, 


et nous trouverons, par consequent, 


f{x)co%mxdx, uB,„= / f{x)?>mmxdx. 
0 dn 


C’estcette expression de et B,„,, au moyen dfinldgrales d( 
nies, qui donne le moyen de s’afPranchir de la condition de C< 
linuite que suppose absolument le mode de determination i 
coefficients de la serie de Maclaurin 


/(^) = /(^o) + "^V 'C^o) 


(X-XoT- 


f'icco) 


(‘) Je renverrai pour la d^monslralion rigoureuse au M^moire cdldlirt 
Dirichlet, sur la convergence cles sdries trigonomelriques qui servenL & rc 


^ 2 TT 

' /i(a^) dee ■+■ / /iiee) dee -h. . .■+■ / f,i{x)dx, 

0 ^ Xn—I 

j p Xi p X^ 

fi{x) cosmx dx -h j f^(x) C0& mx dx -\- . . . 

0 

j pl'K 

fni^)(^osmxdx^ 

f\(x) sin mx dx ■+• j /•^(x) sin nix dx -h .. . 

0 *^x, 


/ 2Tr 

fn{^) sin rnx dx. 

- «-i 


Une circonstance qu’il importe aussi de ne pas omettre, e’esL 
qii’a la liinite de separation de deux inlervalles, pour x = x^^ par 
excmple, la s^rie ne presente point I’ambiguite de la fonction et a 

pour valeur ^[/i )]> js bornerai enoncer 

ces resultats et d en faire I’application au cas d’lme fonction f{x) 
successivement egale ^ + -J entre x = x — et a — entre 

.r = ix, x~2Tz. On trouve alors immediatement Ao=o; obser- 
vant eiisuite qu’on a 

^ 27 : 

cos/na? <^a7 = o, / cosfnxdx = o^ 

0 

nous en concluons semblablement A„i=o; enfin les expressions 


r ■ 

I sin mx 
J ft 


dx 


1 — cos mir: 


j ^27r 

sin 

TT 


mx dx ~ 


cos mit — I 


donnent 


I — cos m TT 


m 



, . sin 3 a? 

f{x) = sina7H — 


sinSiT 


• • 5 


comme nous Tavions obleniie par une autre voie. 


De I’integrale J f{x) dx. 


I. Je me fonderai siir cette remarque que I’expression 


,^^/A A A A 


ou u est une fonction quelconque de prend, si Ton pose 

= p. 


la forme suivanle : 


dv 

dx 


dx- 




d’^i> 


dx"- 


En efFet, nous avons successivement u — 


du dv\ d^u / dv d^v 

dx \ dx ) dx^ \ dx dx- 


et la substitution conduit au resultat annonce, les quantites o,l-., 
Xi, ... ayant ces valeurs 


Jb — A, — Aj to — Ao to^ — A3 to^ — f- . * . ^ 


dcJlsi 


cAai — A] — iAjtO -1- 3A3 tO^ . . . = ; — ) 

ato 


Jb 2 =A ,— 3 Ajto I 

2 ato^ 


qu’on obtientdirectement comme il suit. La fonction u etant quitil- 
conque, faisons en particulier ce = on en conclura e= (y(co-}-/t)x^ 
et la relation 


e‘*^^(Aw + Ai ^ -t- Aj 
\ dx 


dx^ 


A/) 


d" (’ 


dx" 


n dv ^ d‘'-v d" V 

<Jbp + cJbl -5 h Jb 2 -J-T 4-. . JL„-- 


teur exponentiei, 


A — H A j /i -f- A 2 , , . — f— ^fih^ 

= Jlo -|- oJId 1 ( to -|- /t ) -t- Jtio ( to - 4 - h )- - 1 - . . . — |— eJlo /) ( to -1- A )^ . 

Changeons maintenant h en h — to; nous en conckions 
A -+• Ai (— to -4- A) 4- A 2 (— to -1- A)2-i-. . . 4 - A„(— to 4 - A)" 

— Jlo —I— Qj'lal h —f— — |- . , . -f- cAfS/j^ 


et I’on voit qiie le d^veloppemenl du premier membre suivant les 
puissances de h donne l)ien pour les coefficients Jb, oA.,^, ... les 
valeurs pr^c^demment obtenues. 

Cela pos^, nous tirerons de la decomposition en fractions simples 
de la fraction ratioiinelle f{x) la transformation suivante de Fex- 
pression Soil, a cet efifet, en ddsignant la partie enti^re 

par F(a:), 

f{co) = ¥{x)-r-'^^~^ -t-2 ( 0 ^ a • • • -^2 ’ 


oil pliitdt, apres avoir modifid convenablemenl les conslanles A), 

Aa, . . ., A/2, 


f{x) — F(ap) 4-"^ \(a: — a) > 

E . d(a; — a)-* . d"(x — a)-^ 

A, ^ 




je ferai, d’aprcs la remarqne prdcddente, 


g(Oa; 


Tw N 1 i d{x~a)-‘^ . d>^{x~a)- 

A(a? — a)-‘4- Ai 1-.. .4-Art ^ ' 


dx 


T. — a)“' 1 

dx’^ J 


a!l.n[ew^(tr — a)-‘]-i-Xt — — a)-*] 4-... 

(In 


Or, en ajoiitant membre t\ membre les relations de mdme nature 

rfiii r'/^rrAcnATirlian 1 ciii-v rlivPT'c o-rntinpc rip fpnplmnc tfimnlpc 


ou ies quantiles ^ — - se montrent comme ayant, a 1 ega 
fonclion transcendante e“^/(a?), le ineme rdle d’eldments 

que les fractions - ^ - par rapport a la fonction ralionnel 

II en v^sulte que I’int^grale e^-^f(^x)dx se Irouve e 

d’une part an moyen de celle-ci J [x) dx^ precec 
obtenue sous cette forme : 

C /X-.-17/ rP(^) F'(^) 1 

J L OJ to- to^ J 

en second lieu, par les expressions egalement explicites 

et, enfin, par la quantile 

^^cAo J' (a; — a )-i dx, 

ou figure au fond, comme nous allons voir, une seule e 
transcendante. 

Soil, a cet elFet, pour un instant, 


, . r dz 

?(^) = J — 


en faisant 

z = to(a7 — a), 

on aura 

r ewU-a) dx 
tf to(a7 — a)]= / 


J X — a 

d’ou 

r ewa: dx , , 


/ =e“«orto(ar — a 

J X — a i L V 
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89 


et, par consequent, 


2 ^/ 


dx 


cp[w(a7 — a)]. 


/ 


La transcendanle ^ si I’on fait e^—x, prend la forme 


dx 


et recoil la denomination de logarithme inLegral. On a 

demontre I’impossibilile de la represenler par des combinaisons 
en nombre fini de fonctions alg^briques, logarithmiques et expo- 
nenlielles, d’oii rdsulte qu’on doit I’envisager comme un 6l^ment 
analytique sui ganeris, dont la notion premiere s’est ofierle, ainsi 
que celle des Iranscendantes elliptiques el abeliennes, par la voie 
du Calciil intdgral. ElJe a ete I’objet de nombreux travaiix, mais 
nous nous bornerons a mentionner a son ^gard une propriete sin- 
guli^re qui en montrera le rdle dans I’Arithmdtiqiie supi^rieure. 

Elle consiste en ce que I’int^grale delinie jT donne approxi- 

mativement la valeur N du nombre des nombres premiers compris 
entre a et ^approximation eiant d’auLant plus gi'ande que b est 
plus grand par rapport a a, et etant ainsi caracterisi^e que la limile 
du rapport de I’inti^grale au nombre N est I’unild pour b infini. 

11. 11 existe une infinite de cas dans lesquels I’inlegrale 

f{x) dx 


f 


s’obtient sous forme finie explicite; il suffit pour cela que les 
diverses consLantes X s’^vanouissent. J’ajoute que ces conditions 

sont necessaires si I’on veut que J'e’^^f{x)dx s’exprime au 

moyen d’une fonction rationnelle multipli^e par Ilestais^, en 
elTet, de reconnaiLre I’im possibility d’unfe relation de la forme sui- 
vanle : 

dx 


2 r dx , 



stantes JU; aussi nous aliens en donner une determination nou- 
velle, en deduisant a lafois et directement de la formule 


f{x) = e^^Vix) — a)"M 


le groupe de coefficients cAd ^ eAo I ^ * * * ? /? • 

Soil a cet effet x = a -{- h \ developpons, conime tout a I’lieure, 
suivant les puissances negatives; posons 

A y ( 4 . A ) = A A - 1 + A 1 ~ + A , + . . . , 

cih dh- 

d’oii, par consequent, 

ea)i«+/i)y(«4_/,)^ /A/ 1 - 1 -+- Ai^^ -f-Ao — 4-...V 

\ dh ■ rf/i.2 ) 


Or, dans le second inembre, les termes en j'y ••• ne peuvent 

provenir que de la quantite — a)”' et de ses derivees, qui 

donnent, en effet, enn^gligeant les puissances positives, 


QiSix(^x — a)-i = , 

^ r ^ .T 

^[ew^(a7 — «)->] = ewa 


c/^ 

_[ewa:(a;_a)-i] = ew« 


dh 

rf2 /i-i 
dh- 


attendu que la d^rivee de h par rapport a x est I’unite. L’expres- 
sion suivante 




dh—^ 

dh 


.Ao 


A-i 

dhi 


represente, par consequent, la portion du ddveloppement du 
second membre qui renferme les puissances negatives de /i, et 
Von voit qu’on a 


.1, = A, 


cAoi A.I7 


eJlaa = Agj 


et prenons 


vl> = a -h b\ 


on multipliera le d^veloppement de I’exponentielle 

A 2 

e{a+b)h~ I (^a ^ b) h {a h)- H.. 


par la quantity 


ce qui donne 


fU>) 


a-\- b 


abh^ abk 


-t- I, 


I I \ 1 r/ 1 ^ b^ 

g{a-hb)h ftJix— — 

abh- o.ab 


Or, le terme en ^ manquanl, nous somines assures que I’int^- 
grale est possible sous forme finie expliciLe; on a, en elfet, 

C Q[a+b)x (i L \ ^ \ (ix r= e'"-* ') ’ 

J \ ax/ \ hx ) \a^b abxj 

et I’on Irouvera semblablement 


I 




f 3 

^ ] i 


-H ^ 

■ ^ ' ■■■ 

\ ax 

a-x^j 

V bx 

^ b’^x'^} 


dx 


g(a-1-blx 3 / < 3-2 (^2 ) qUi+Mx 

- 1 - ' 


3 


a -t- A 


'ia^b- 




\_a-+- b 


X la'^b^ dx'‘- 

3(a -f- A) 3 


abx 


a'‘-b'^x'^ 


a‘^b^x^ 


^ Q{a-^-b)x ^ 

']• 


III. J’ajouterai succinctement, en vue des Inl^grales 
J COSluX f(x)dx^ J f(^x ) dx\ 


les consequences auxquelles conduit la relation gdndrale 
f{x) = ew.r F,^a7) X[ef^^(x — a)-‘] -h. . 

lorsqu’on y change to en to \/ — i . En supposant pour plus de sim- 

nllClte fiilft dori^navanh i,\ cnit ainci nno at loc 



dx 


■ (a? — a)-' ] -+- . 


le groupe de coefficients ota, cJlo,, . 

Soil a cel effet x — a h \ developpons, comme Lout a I’heure, 
suivant les puissances negatives; posons 

,>A y/ IS . I , 1 dh-'^ , dh-- 

y^( Cl -H /l ) — A A ^ A 1 — ^ •> ' — 1- . • • 1 

aA ah- 

d’oii, par consequent, 

etoiaH-/i)y( a->r h) ~ gwa + Ai Aj -h. . . V 

\ dh dh- / 


Or, dans le second ineinbre, les termes en ! ^ ••• ne peuvent 

A A- ^ 

proyenir que de la quantile e‘^^(x — a)~' el de ses derivdes, qui 
donnent, en effet, en ndgligeant les puissances positives, 


e^^(x — a)—* = e““ A-* -H . . . , 


A 

dx 


— «)—'l = 


dh~i 

gwa 

dll 


d^ 

d^- 


[e^^(x — a)-i] = 




A-i 

dk- 


attendu que la derivee de Ii par rapport ^ x est I’unitd. L’expres- 
sion suivante 


e““ ( JUA-i 


dA-i 


A-i 

dA-^ 


represente, par consequent, la portion du ddveloppement tlu 
second niembre qui renferme les puissances negatives de A, el 
I’on voit qu’on a 


cAp A , 


cAsi 


oJloa = Ag, 


fi^) = 


r 

ax 


bx 


et prenons 


CO = a -I- ; 

on multipliera le d^veloppement de I’exponentielle 


h''- 


Q(a-\-b]h — I ^ -T- h')}! {a h)- h.. 


par la quantity 


/(/0 = 


a b 


abh^ abh 


I, 


ce qui donne 


T /Tf 2 _L_ 7)2 

e(«+/>)/c /(/i) = 


Or, le ternie en ^ manquant, nous sommes assures que I’int^- 
grale est possible sous forme finie explicite; on a, en ellet, 


I 




bx 


dx = eut+6)a; 


I - 


\a 


ahx 


etl’on trouvera semblablement 


l ' e { a + b ) x(i L _H ^ 


ax a-x’^- 


3 


bx b'^x'^ 


dx 


e<^a+h)x 3(a2_)_^2) Q{a-hh)x 


a-\- b 

i. 


•la^ 6- 


3 f e[a-^b)x'^ 


o.a-b^ dx^ V ^ 
-b) 


)x r__i L. -I- 3(a -4- _ 3 ~1 _ 

\_a b abx a^b^x^ a'^b^x^} 

III. J’ajouterai succincLement, en vue des int^grales 

J * coscocr f{x)dx^ J^s'inoix f{x ) dx] 

les consequences auxquelles conduit la relation g^n^rale 

f{x) = ew.r F(a7) X[e^^{x — a)-*] 


lorsqii’on y change to en to — i . En supposant pour plus de sim- 

nllClte CHIP, clnrf^navnnt cnil r/ifil 


Qinci n I 






-r '■-•v-'j y 

vantes : 


.. cuuatiuii uuiiiic aiuio 


costjoar fix ) 

— costoic F(rr) c}Ib[cos wa7(a7 — a)“* ] — ciU' [sin w a? (a? — «)~‘l 

-f-^ JU] ^ [coswa7(a; — «*)-*] — wl)'! ^ [sintoa?(a7 — «)“^] 


sintioar /Ca?) 

= sinwa:F(a;) -4-^^ eJl,[sinot)a7(a? — «)”^] rAo'[cos aja7(a7 — «)“'] 

<Ar>i ^ — [sintoar^a? — ct^ ^ cAo ^ — [costoa?(a7 ctf') ^ ] 


On voit done que les integrales 

J' coshix f(x) dx, J' s\n MX /{x) dx 

s’expriment en general par les transcendantes 
rcosMxdx r sinMX dx 

J X — a ’ J X — a 
qui elles-mdraes se reduisent a celles-cl : 

/ cosz dz r sin 5 dz 


Nous voyons aussi qu’on obtiendra a la fois pour I’une et pour 
I’autre, des valeurs sous forme finie explicite, lorsque les divers 
coefficients aA et JU' s’^vanouiront. Or, Jlo + i dtant le coef- 

ficient de ^ dans le developpement de 


gw/2 ^ j^(^a h) = { cosu)^ + y/ — I sin w/i) f{a -i- h), 


il en resulte qu’en supposant reelles, comme nous I’avons admis, 
les quantiles lo et a, ainsi que la fonction f{x), X et seront 
aussi, a I’dgard des fonctions 


cosMhf(a - 4 - A), 


sinto/i f{a'+-h), 


Soil, comme application, I’integrale 


/ 

j’ecrirai d’abord 


stn aa: \ / , sin fear , , 

cos a a; ) ( cos 6 a: ^ ) dx', 


bx 


sin«a7\ / , sin^: 

a( cosaa? cosoa?' 


bx 


= cos(a 6 )a? — sin(a -!- ^ ^ 


cos( 


a — b)x(^ 


I -H 


abx- 

I 

abx- 


-l-sin((7 — b)x 


abx 
a — b 
abx 


et nous serons conduits a une combinaison lin^aire des quatre 
quantiles 


I 

I 


cos( a -h b)x dx 


cos (a — b)x dx 


x'^ 


/ 

/ 


sin(a -f- b)x dx 

X 

si n f (7. — b)x dx 

X 


dont aucune ne peut s’obtenir, Texpression proposee s’exprimant 
ndanmoins sous forme finie explicite. Supposons, en efi'et, dans 
les formulas prec<^dentes, 

on aura 


cos(« -I- _ . . sin (i/ -H 6)ar d f cos(a -H 6)37' 

372 ^ 37 dx 


|■cos(a -H 6)37 j 


puis, en changeant b en — 6, 


cos(a — b)x . sin(a — b)x d pcos(a — h')x' 

a;2 — (a ) ^ 


|■cOS(c^ — 6)37 j 


II en r^sulte, en integrant, 

,2 H-(a-t- 6 ) 


J j'cos(« H- 6)37 sin(a + 6)37 ^ 


r"cos(a — b' dx cos (a — b)x 


dx 

dx 


C 0 S (<7 -1-6)37 


^/( 


sin^ra;'! , , 

cosa^r cosocr 


si n 6 .•r 


b X 


dx 


?,\x\{a-^b)x co?,{a-\-b)x 


a -i- b abx 

sin (a — b^x cos(« — h)x 


abx 


C’est le cas le plus simple d’une proposition generale concer- 
nant les reduites successives 


X 3 37 1 5 37 — x "^ 

I ’ 3 37"^ ’ I 5 6372 ’ 


de la fraction continue de Lambert 

X 

tang37 = 


372 


3 — 


5 — . 


Soitj en general, ^ la r^duite, P et Q etant des polynomes 
entiers en et posons 

P COS37 — Q sin37 _ 


tp(37) = 


Fint^grale j' o[ax) o(^bx) dx pourra toujours etre obtenue sous 
forme finie explicite. La fonction o(^x) donne aussi ce resultat 


/ 


dx 


cp2(a7) 


P sin37 -f- Q COS37 
P COS37 -f- Q sin 37 ^ 


c’est, sous une forme tres simple, la valeur d’une intdgrale que 
nous n’avons point de methode pour aborder, car elle n’appartieiil 
a aucune des categories consid^rees jusqu’ici; on verra comment 
on y parvient facilement, dans le seconde partie du Gours. 

Je remarquerai enfin que, en d^signant par F (sin a:, cos a?) un 
polynome entier en sina; et cos^;, I’integrale 


f F (sin 37 , C 0 S 3 ?) /( 37 ) dx 



des multiples de la variable. La quantity J" dx^ par exemple, 

etant d’abord, abstraction faite d’un facteur constant, mise sous la 
forme 

d’>' ( 07—1 ) 


/ 


sin'*a7- 


dx’"- 


dx, 


sera immediateinent ramenee, au inoyen de I’integration par par- 
ties, a celle-ci : 

dx 


I 


dx'"^ 


^/// 5 1 fl ;37 .j , , , 

Or, — ; ^ est une somnie de cosmiis ou une sojnine de sinus 

’ dx"^ 

de multiples de x^ suivant que ni -h n est pair ou impair; dans le 
premier cas, i’int^grale se reduii done a J , et dans le 

second a J' 


De I’integrale J e^^f{sh\x^ (:,o?,x)dx. 

I, La propri<it(i caracteristique de la transcendante 

giiix y(sina7, cosip), 

ou /(sin.r, cos a?) di^signe une fonclion rationnelle de sin. 2 ? et cosa:“, 
consiste en ce qu’elle se reproduit inultipli<5e par un facteur con- 
stant lorsqu’on y change x en x -j- aTz. Elle se rapproclie 

ainsi des fonclions pi^riodiques, et le proct^dd d’intdgration rdsul- 
tera encore d’une ddcomposition en dldments simples, qu’on 
obtient comme il suit. Je pars, i cet effet, de la relation gdndrale 
dtablie page 58, a savoir 

/(sin .-p, cosa;) = n(.'P) -H 

elle nous donne dans la fonction proposde une premidre partie 
e^^n(x), qui en sera semblablement regardde comme la partie 
entidre et dont I’intdgration est immddiate. En eflet, 11 (a?) dtant 
composde lindairement des quanlitds cos/cx, sin/cx, il suffit d’em- 


J 

.f 


gWX cos A" 37 dx = 
gwx sin Jcx dx = 


^ (jj cos Kx -t- /t sill A X ) 

ewx(co sin /f 37 — k cos^3?) 
io2-f- A:2 


Mainteaant nous parviendrons aux elements simples, propre 
la nouvelle transcendante, en appliquant la relation cle la page 
a la seconde partie c’est-a-dire aux quantit^s suivante 


gtoa: 


cot - (x — a) 

I '2 

a!\i) cot “ (x a ) — t— eilfl 1 H • 

a 


dx 


tJls/j - 


d" cot - (37 — a) 
3 


dx'^ 


qui, en consequence, prendront cette nouvelle forme 

cot-^(37 — a) + ^ cot ' 

d'l- r I .1 

-t- cot - (37 — a) . 

dx'‘ I 2 J 


Or, en faisantla somme d’expressions semblables, pour les di 
rents systemes de valeurs constantes et S5, nous trouver 
pour formule de decomposition 


e“*/(sin37, COSO?) 


= e‘^-*^( 37 ) -+- % 

gWX cot - ( 37 

2 


-l- 5ti 

d 

dx 


coti (x — 
2 

P) 

+ 01 

d 

dx 

-+-ir 

1 

gWXcol- (37 — X) 

2 

j ■+■ 01 

d 

dx 


gwx col - ( 37 — a ) I . 




j^ew^col-(3? — (3) 
j^gwx cot d (a? — X j J -+• 


C’est, a regard de notre fonction, Tequivalent de la decomp 
tion en fractions simples des fractions rationnelles ; les quan 
qui jouent le rdle d’elements simples dtant 

e“^cotd(a7 — a), cot ^ (a? — (3), e^^cot^(x — X). 


il en r^sulte qu’en faisant pour un instant 


?i^) = 


gwx cot — X dx, 
2 


J f(s\nse, cosx) dx 
sera exprim^e, d’une part, par la somme 

5tew« <f(x — a)-t-jBe“l^cp(ii7 — <^( 3 ; __ X), 

et de I’autre, au moyen des fonctions explicites de la variable. Les 
conditions 2t = o, S3 = o, £ ■= o sont done suffisanles pour 
que la partie non expllcite disparaisse, et la valeur roeme de I’in- 
t^grale sera connue an moyen des divers coefficients 2li, 5^2, 

S5i, IB 2 , 11 importe done d’en avoir une determination directe, 

et on I’obtient comme il suit. 


II. En ayant, en vue, pour fixer les iddes, le groupe des quan- 
tiles 5t, 3i, ..., nous ferons a) = a.-\-/i dans la function 
proposee, et ddveloppant suivant les puissances ascendanles de A, 
nous representerons les terines allectes des puissances ndgatives 
de cette quantild sous celle forme 


< 3 w(a-i-/<) y[siii(a -+- /< )i cos(a + /i)] 


= A/1-I-+- Ai 






Or, la relation 
ewa^y(sina:', cosir) 


gWJ:' II (a?) -1- 5t 

cot 1 (a? — a) 

+ St| 

d 

dx 

col ^ (a? — a)j| 

+ 30 

gwa: cot i {x — P) 

+ 301 

d 

dx 

ewa; cot ^(x — (3)1 


montre que, pour a7 = a-(-A, la partie suivante du second 
membre, savoir 


51 cot ^ (a; — a)j -t- 51 


A. 

* dx 


cot- (x — a 
1 



sera seule a donner des puissances negatives de h. Maintenant on 
trouve 

I . ^ /2 h \ 

cot -{x — a) = - 


6 ?" 

dx“- 


gwar col - (x — a) 
1 ' 


= I . 


d’' h~ 1 

HTu^ 


la derivee de h par rapport a x etanl I’unile; nous en concliirons 
que I’expression 

1 a. ^ d'^h-' 

represente dans le developpeinent du second membre Ions les 
termes contenant des puissances negatives de A, de sorte que I’on 
aura 


3t=iA, 2t,= lA,, 


5V/^ — • -A-zi- 


Pour faire une application de ce resultat, nous considererons la 
function 


/ 

I x\ 


1 x\ 


- - COL — 

2 2 / 

U- 

— cot — 

2 2 / 


qui devient infinie pour la seule valeur x~ o, de sorte qu’il siif- 
fira de la d^velopper suivant les puissances ascendaiilcs dc la 
variable. Or, on a 


gaxi 


■(a-p„tf) = ( 
et pareillement 


a-x^ 

1 -(- ax M 

2 

I i + 6a2 


I X 

\r a - 

X 12 




X 


12 


dcot-') 

\ 11/ X 12 

d’ou, en multipliant membre a membre, 


662 


/ I x\ 

/, I 

X \ 


[a cot— ) 

[b 

cot - I 

— 

V 2 2/ 

\ 2 

2 / 



Le terme en — manque, ainsi A = o; mettant ensuite ^ sous la 
forme - \ on en conclut Aj = — i ;.par consequent 


3 t = o, 5 ti=- 



\ 


2/ V 2 


qui est simplemenL une constante. Or on a, d’apr^s la rfegle etablie 
page 63, 


G = fa-h (* -t- 


A H= a-:/r:T) . 


rr / \ 0-4-11 j I 

n ( ) = - '■ ■ '■ -^ 0.0 — *7 7 

^ ^ 2 4 


et nous obtenons, en consequence, la relation 


(.{a+b)x \^ — 1 \ — 

= e,{a+b) x(ah {^^a-^l>)x cot ^ j , 


d’od cette expression sous forme linie explicite de I’intdgrale du 
premier membre, savoir 

r Q{a-\-b)x ( fi — I cot-') /ft — i cot — ^ — icot— • 
J V ■2 2/\ 2 2/ yi\{a-\-b) 2 2 

Ce resultat esl le cas le plus simple du theor6me suivant, auquel 
nous serons amenes dans la seconde partie du Cours. Soil, en 
designant par ii un nombre entier quelconque, 

d'*’ 

F(a7) = (a; — i)« (a; -t- [(^ — (a? ■+■ 


il esLaise de voir que F {x) esl un poljnome entier en et en a du 
degre n] cela dtant, je reprdsenterai par if (a?, a) ce qu’il devient 
en y changeant xen x\/ — i etaenay/ — i, suppression faite du 
facteur (;/ — i)'^ On aura ainsi pour n = i 


pour 11 = 2 


^ (a?) — 2(ce — a), 


= 4(3 a;* — 3aa?-4-a*-l-i), 


or, i mtegrale 


J ' ^ ^cot^j c'y^cot^, ‘xb^ dx, 
ou encore celle-ci, qiii s’y ramene 

J' efa+WJJ 3^(cotar, a) ^(coLa?, 6) <fa?, 
s’expriment toujours sous forme finie explicite. 


De I’integrale / /(sinx, cosx)^ fi{x) dx. 


I. Je supposerai que /(sin:r, cosa?) soitunefonctionrationnelle 
de sinrr et cosa;, et /, (a?) une fonction rationnelle de sans pur- 
tie entiere I faisant ensuite, pour abreger, 


cf(a?) = /(sina?, cosa 7 )/i(a?), 


nous ^viterons la consideration del’infini a priori, comme il s'offre 
dans I’expression proposee 


/ 


cp(ir) dx^ 


en la remplagant par celle-ci 


/: 


<f{x) dx, 


en cherchant sa limite lorsqu’on fait croitre inddfiniment s et'/,, 
£n adoptant en outre pour ces quantiles ces formes particulieres 


e = u//i' 7 t, r) = 2 (w -h i) 7 r. 


ou m et n sont des nombres entiers, je me fonderai sur une ti'ans- 
formation remarquable etimportante qui a ^t^ donnde par Legendre 
dans les Exercices de Calcul integral, et par Poisson dans son 
Memoire sur les integrales definies {Journal de VEcole Poly- 
technique, XVIP Cabier. n. 630 ^. F.IIp pnncicfp Cl rl opnm cr> I* 


_-2(,n_l)7r 

I (f(x)dx= I t^(x) dx 

d in TZ — 2 7 rt TT 


-2(7/1 — 2)11 

+ / 'p(^) +' • 

-2(777 — 1)11 

, 27t: 


-L 


-hi (D(x)dx-h I cf{x)dx 

d—iTz do 

j ^tir ^2(77-1-1)11 

cf{x)dx-h..^-+- I (f(x)dx, 

JU d ‘in'K 

ou bien, pour abr^ger, 

^-1-2(71-1-1)11 *^ 77 2 

/ <p(a7)c?a?= 2_, I (f(x)dx. 

2«i7r , 

A' = — ni 

Cela 6tant, nous ferons dans le second membre x = z a/cTC, 
ce qui donnera 

j -2(A:-(-l)ll «2ll 

' (o{x)dx-= I cp(3 -H 2 /cit) rfjT, 

2 /fir do 


et, par consi^quent, 

! (77-1- 1)71 


A’ — -1-71 


ou encore 


en posant 


^ -t- ,4 -r- w a ^ a 7t 

I cp(a 7 )d^a 7 = ^ / (f ( 5 -I- a/cTi) d-s, 

^ -H 2 (71 -1- 1) 71 ^ 2 71 

/ cp(a7)da7= / ‘^(a?) d,27, 

d —itn'K do 




1 ( 57 )= cp(a; -h 2 A:7i). 


A' = — 777 


Nous rencontrons ainsi I’expression analytique d’une fonction 
pdrioclique qui a el6 indiqu^e dans I’lntroducdon, et sous la con- 
dition qu’en faisant croitre ind^finiment m et la s^rie 


= (p(a7) -t- «p(a7 -t- 27i) H-. . cp(a? -f- 2 /A it) 

- 4 - 10 ( X — 27t')-i-. . o( X — 0 . rmz) 



proposee; je ais, en eriet, que s exprime par une lonciii 

ralionnelle de sina: et cos^, lorsqu’on suppose, comme no 
I’avons admis, 

cp(a7) = /(sinar, cosa?) 

11. Je me servirai pour le faire voir de la formule suivanle, q 
sera demontrde dans le Cours deseconde annde, savoir : 

n 

I X X 1 , n X -h X — T 

> J — — cot — -4- log 1 - — H ; H— • • • ) 

X -‘rik'K a 1 27: m ^miz 4 

k=: — ?n 

oil les termes non Merits contiennent en d^nominateur le carrd 
les puissances plus elev^es de m et n. Elle fait voir que la s^rie 
premier membre appartienta I’espece des suites semi-convergenl 

de sorte qu’elle ne representera ^ cot ^ qu’en supposant le rappi 
^ ^gal a I’unit^ pour m et n infmis. Mais, en geni^ral, soiL)^ 
limite de la constante — log ~ lorsqu’on fait croitre ind^fininu 

2TC ° m ^ 

m et n, ce qui donnera 

k = -hn 

2 1 1 a? . 

— = - cot ha; 

X -h 2 A:tT 2 2 

A:= — m 


nous remarquerons que cette quantite disparait dans I’expressi 
des d^riv^es successives du premier membre, qui sont ainsi i 
series absolument convergentes, dont la formule nous donne 
valeurs, a savoir : 


2 


n 

2 ' 


d{x -h 2^7:)-! 

I 

«cot — 

2 

dx 

2 

dx ’ 

d^(x -h 2/cTt)-^ 

I 

d^ cot — 
2 

dx^ 

2 

dx^ 


k= — m 


tractions simples 


“^2 ■+■••• "^2 ('^T- a )- ’ 

oil plulot 

on en conclut siir-le-champ 

A = + n 

2 ) /i(a?-f- a/m) = ^ ^ 2 AcoL^(a7 — a) 


^2 


dcol- (x — a) 


A, ^ 

9. jimJ dx 


:2 


A„ 


cot - (ar — a) 


dx"- 


Nous obtenons ainsi one fonclion rationnelle de sin^i: et cos^; 
or, ayant 

=/(sina7. cosa7)/i(a7), 

d’ou 

A* ~ * 4 “ fz 

<i^(x)= f(smx, cosx) ^ fi(x-i- 2 k'n)^ 

/c = — >11 


on voitque <I>(ai) est aussi une expression de mi^me nature. Ajou- 

27t 

f ^{x) dx^ fi laquelle se trouve 
0 

ramende la proposde, la Cfuantit^ md<§terinin(^e X a pour coeffi- 
cient 

A J' (/sinir, cosa?) c/a?; 


elle aura done une valeur enti^rement d^terminde sous I’une ou 
I’autre de ces deux conditions 




sina?, cosa?) dx = o. 



J" f{s\nx, Q,o%x) f\ (x) dx 


quelques remarques qui montreront comment elle dilTere de cellcs 
que nous avons precedemment considerees. 

III. Soil, en partant de la formule de decomposition en elements 
simples, 

/(sina;, cosa?) = lT(a?) -1- ‘J’Ca?), 
nous en conclurons 

J' f{&\nx, cosx) fi{x) dx — J'l[{x) fi(x) dx -h J ^{x) f\{x) dx\ 
or, la premiere parlie 

( \l{x) fx{x)dx 


nous est d6ja connue, et il a ete etabli (p. 92) qu’elle s’expriiiK' 
au moyen de fonctions explicites et des transcendanles 


/ 


cos mx dx 


/ sin mar 

X — '. 


sin mar dx 
• a 


m dtant un nombre entier, et les quantites a designant les racincs 
du denominateur de /, (ar) egale a zero. A I’egard de la secoiidc 
integrale 

J **(3?)/i(ar) dx, 


nous ferons, en admettant pour plus de generality une parlie 
entiere. 


/i(a?) = F(a7) 4-2 A(a? — a)-i 

. d{x — a)-i d''(x — a)~‘ 


et elle se trouvera dycomposye en termes de ces deux formes 


l^¥{T)^{x)dx el J" — 'i?(x)dx. 


Ces deux lermes se ddcomposeront eux-memes si I’on empioie 
la formule 


4’ 


d cot - {x — a) 

( X ) Jlo cot ^ ( a? — a) <JU) 

c?2 cot -(x — a) 
dx- 


dans les suivants 


-2^' 






X) 


d'>- cot - (x — a) ^ N cot - (x — a) 

dx, ‘ 


/ 


dx. 


Uon 


dx''^ ’ J dx‘»^ dx''’ 

On Lire enfin de I’inldgration par parties, c’esL-a-dire de la rela- 


une derniere resolution donnant, d’uiie part, des fonclions expli- 
cites de la variable, et cle I’antre les intdgrales 


^ cot ^(x — a) 


d'‘ F ( a; ) 
dx"- 


dx. 




a) 


d»^-^>i(x — a)- 


■ dx. 


Les Elements simples auxquels nous somines amends, si Ton 
observe que esL un polynome entier dont le degrd pent 

dtre quelconque, sont done les divers termes de ces deux sdries 

J" cot^(a:' — a)xdx^ J' cot^(a7 — d)x'‘- dx^ J^c,ot^(x — a)x^ dx, 
coL|^(a7 — a) dx 

J {x — ay ’ J {x — ay 


I 


cot^(a7 — a) dx ^c,o{.^(x — a) dx ^ cot^ (a? — a) 


dont les uns rappelJent la forme analytlque des inldgrales ellip- 
tiques et abdliennes de premiere et de seconde espdee, les autres 
celle des fonctions de troisieme espece. Mais on ne connait enlre 
eux au Cline relation qui permette de les ramener les uns aux 

ailtrpt;. Pt. llt; mnetiliipnl ciane rinntp ripa Iran cppnrlo'ntPQ rlielinptpe 


est d’une nature analytique plus complexe que toutes celles doi 
nous nous sommes deja occupes; toulefois, les calculs par lesque 
nous la r^duisons generalement aux elements simples delinis pr( 
cedemment en donneront la valeur sous forme fiiiie explicite lor 
qu’ils disparaitront du r^sultat. On en tire aussi cetle conclusic 
que I’integrale definie prise enlre limiles — co et + oo depend un 
quement des quantiles 




cosma? dx 


r'^'" sin mx dx 

37 — a 


I, ^d'^ 

I cot - l x — a) — 


(x — a)“^ 


dx"- 


dx, 


/ H-oo ^ 

col- (a:; — fx)x'^dx, qui est araem 


par la partle endere F(7r) de la fonclion /,(^), el dont la vale 
serait infinie ou indetermin^e. Or on peut leur subsliliier, coimi 
nous avons vu, celles-ci : 


-f 

tJn 


COS nix cot 


- {x — a) dx, - I sin ma7 cot - (a7 — a) dx, 

2 ‘2. J. 2 


I I 

- I col -{x — a) 


d" cot - (a? — a) 


dx" 


dx. 


dont voici la determination. 


IV. INous considererons en meme temps les deux premieres, 
j’appliquerai, comme s’il s’agissait d’obtenir les integrales ind( 
nies, la methode gen^rale exigeant qu’on mette sous la for 
ll(a;) + les fonctions 


1 

cos m-a? cot - 
2 


(x — 




sinm.a7cot-(a7 — a), 
2 


afin de donner un dernier exemple de ces transformations. F 


co&mx cot - (x — a) J — i sinm,^ cot - (a? — a), 

'X / r 2 

dont la transformee en 5 = sera 

z “ 4 — o.\ I 

— Ct\ 

si I’on fait a, = e"'^, nous n'aurons qu’a exlraire la parlie entiere 
de la fraction en ^crivant 

Z I ~ Ct) 2 ^ 

z"^ = z’>^ + a -H 2 a j 4 - ... - 4 - 2 a'l‘- -+- ' 


z — «i z — ai 

Qu’on remplace maintenanl z et cii par leurs valeurs, la quantity 

/n+l 

par 

— a'/‘ j^i -f- \/ — I cot i (a; — a)j, 


z — ai 


en (^galant les parties r^elles et les parties imaginaires, il viendra 
ais^raent 

cosma? cot ^ (a? — «)=-(- sinwia? -+- 2 sin [( 7 ?i — 1)37 4- a] 

4- 2 sin [{m — 2 )a 7 4- 2aJ 4- . . . 4 - 2 sin [a; 4 - {m — i)d\ 

4- sin ma — cos ma cot - ( a? — a), 

2 ' 

sin mx cot ^ (a; — a) = — cosma? — 2 cos[(m — i)a 7 4- «] 

— 2 C 0 s[(m — 2 )a? 4 - 2 a] — ... — 2 cos[a? 4- (m — i)a] 

— cosma — sin ma cot - fa? — a). 

•X 

Nous tirons de ces i^galit^s 

^ 27 : j .277 , 

I cosmxcoi-(x — a)fl?a? = 4- aTTsin / 7 ia — cos //la / cot-(a 7 — a)dx^ 

^277 ^ j -277 ^ 

I sm mascot - (a? — a)dx — — 2 77 COs/ 7 ia — sin /ua / cot-(a? — a)dx. 
•^o 2 J 1 


Or on a ^tabli (p. 79) qu’en supposant 


J cot -(a? — a) dx 


a pour valeur + 2 7 t: — i ou — six y/ — i , suivant que ^ est posil 

ou negatif; dans le premier cas nous aurons done 

^ 27 C 


r t 

/ cos ma; cot- (a: — a) dx 

•^0 2 ' ^ 

= 2 71(4- sinm« — \/- — I cos ma) = — i-k sj ■ — i 

^271 ^ 

I sin ma? cot - (a7 — a) dx 

•^0 

= — 27c(cos ma -+■ s / — i si n ma ) = — 2 tt e , 

et dans le second 


J ^27t j 

cos ;?ia7 cot - (ar — a) dx 

0 2^ ^ _ 

= 27c(-h sinm<2 -+- — t cosma) =-+• 27r — i 1 , 

J r 1 

sinma? cot ~(x — a) dx 

0 2 _ 

= — 27t(cos ma — \/ — i sin ma) = — 2 7te“"'®'^'“‘. 
Considerant ensuite I’integrale 

d"- cot - (a? — a) 


X 


cot - (a? — a) ■ 


dx'‘' 


dx^ 


nous partirons, en supposant d’abord n = o, de la formule 


cot-(a7 — a) cot - (37 — a) 
2 2 


cotX(a — a) j^cot — (x — a) — cot ~ (^ — ^)J > 


on en tirera, en designant par (<2) et (a) des quantiles egalc 
I’unite en yaleur absolue, et du signe des coefficients de s/- 
dans a et a, 


/, 2 T- I 

J cot-(a7 — a)cot-(a7 — a) dx 

= — aicH- 27C cot - (a — «)[(«) — (a)] y/ — i. 



une constante xi existe plus, et la decomposition en elements 
simples donne Fegalite 


col — {x — a) 


d'^ cot - (a: — a) 


dx'^ 


— <X> col — (x — x)-f-Acot — (iP — a) 


Ai 


d cot - (a? — a) 


dx 


A ■ 


£)?'' col i (a? — a') 


dx'* 


d’ou 


^27t d"-coi-{x — a) 

J coti(a?-a) ^ ^a?=2u[JU(a)-f- A( o^)J/=T. 


Or, la relation gdnerale dtablie page 63, 


aAo -H all) — i- . . . -^ = — — 1 . 


conduit, dans le cas acLuel, a la condition X + A = o, les quan- 
lit^s G et H dtant nulles quand n est egal ou supdrieur a I’unitc. 
Ayant done imraddiatement 


eAo — 


d'* col - (a — a) 
2 ' 


d%"- 


on en conclut la valeur suivante : 


I 

j cot-(a 7 — a) 


d" col - (a? — a) 


dx" 


dx 


d'* cot- (a — a) 

■ = 27 : %- [(a)— (a)] 


da."- 


Mais le cas particulier de a = a fait exception, car alors on doit 
poser 


I 


d" cot - (a? — a) 

cot -(x — a) 

2 ' dx"- 


— c/t) cot — (a? — ot ) “1“ cjlo I 


d cot - (a? — a) 




d'i+i cot - (a? — a) 
2 




1/1 -4-1 


done toiijours nulle, sauf le cas unique de n = o, ou la relation 


cot- —(x — a) = 
2 ' 


d cot - (x — a) 
2 ' 

dx 


conduit a la valeur 


j: 


cot^ _(a: — a.) dx = — a-rt. 


V. Pour passer des resultats que nous venons d’obtenir aiix 
valeurs des inlegrales 


cos mx dx r' 
^ x — a'’ J 


sin inx dx 


X — a 


^ 4 - 0 = <i“cot-(a 7 — a) 

/I 2 ^ 

j cot-(a; — a)- 


dx'^’ 


dx^ 


il lie nous reste plus qu’a consid^rer le coefficient de I’inddler- 
inin^e afin de reconnaitre si elles ont, en eflet, une yaleur entie- 
reinent determin^e. Or, a regard des deux premieres, les facLeurs 


j ^2TC 

Q,oimx dx, I s\n mxdx 
0 ^0 

etant nuls, ce coefficient s’^vanouit, et nous avons par consequent 

r'^'" cosmx dx i I 

J — X — a — ~ 2 J cos ma; cot- (a? — a)dx——x .\/ — 

r'^'^ iiwinx dx i I 

J ~ X~ a — ~2j fnxcoi-{x — a)dx 


ou bien 


I 

L 


cosmx dx 


I Q-ma 




sinma? dx 


— — TT/j— waV — 1 


Sinvant mip Ip pnpffipipnh i/ » 




INTEGRATION DES FONCTIONS TRANSCENDANTES. 


Relalivement a la troisieme int^grale, la quantity 

j ^27t ^ 

COL -(t — a.) dx 
n ^ 


est loujours differente de zero; inais I’autre facteur, qui est 

1) • / • 1 1 ^ 1 1 1 
1 unique residu de est nul pour Ipute valeur de fi, sauf 

dans le cas de /i = o ; I’intdgrale 


^ + 00 COL - (a? — a) dx 

f — 

a- — a 


est done seule inddtei'ininde, et I’on a gdneralement 




Observons enfin que les constanles a et a doivent 4tre iinagi- 
naires pour que les quantitds 


X — a x 


cot -(a? — a) 


nc deviennent point infinles entre les liinites cles integrations. Une 
exception importanle est toutefois a remarqiier; elle concerne 
I’integrale 


dx. 


la fonclion resLant finie pour oc = o. La valeur qu’on obtient 


X 


alors, savoir 


/_ 


sin/na; 


X 


dx — 


\ frT>o r> nM/Zk /^n c Ck n £iel- 0*10/^ rl ^ /:kw\Ti /vn /ar* ^ ^ /-I X vn. 


3c — a 


ju 







ou m est non seulement un nombre entier, mais 
rdelle quelconque, an seal cas de m = i , car on en 


et 



c,o%mx dx 
X — a 


sinma; dx 
X — a 



cos z dz 
z — ma 


sins dz 
z — rna 


Mais, on donnant, comme nous I’avons fait, a la ti'ai: 
2 les limites — go et H- oo, nous avons supposd impli 
positif, et dans I’liypothese conti'aire les limites doiven. 
verties, de sorte qu’on aura alors 

r'^’^ smx dx 

i. 


L 


sin/na; dx 


De la ce fait remarquable et important en Analyse, q[u. 
sinmxdx 


L 


envisag^e comme fonction de m, est i 


egale a +t: ou a — tt, suivant que la variable est positi 
tive, Mais voici d’aulres exemples de fonctions disco rxt 
nues sous forme d’integrales definies. Gonsiderons les 


/- 


sinaa; sin bx 


dx 


■ I 


sinaa7sin6.a7sinca? 


cZzz: 


que je vais d’abord r^duire par la m^thode g^n^rale a d 
expliciles et transcendantes 


I 


cosmx dx 

X 


/ 


sin mx dx 

X 


Faisant, a cet effet, pour un instant 


U = sinaa? sin6a? 


V = sinaa? sin^a? sin c ccr 


/• 


J 

'' U dx 
x'^ ~~ 

1 

1 

II 

7 

1 

' -f- J X-' 

dx 

y dx I 

(\j 

'Idx-i 

' d(x->) 

dV 1 
a?~* 

, I r 

1 X' 

x'^ 0.J 

dx- 

2 

dx 

dx J 

•i-J 


cl^V 

> — - dx 


el les idenlites 


•i U = cos(rt ~ b)x — cos(« -I- /> ja?, 

4V= sin(<af-t-^) — c)a7-Hsin(6 -+-c — a).T 
-!-sin(c a — b)x — sin (a -+- 6 -t- c )a:- 


donneront immedialemenL 


d^Y 

dx^ 


2 = — (a — b) sin(« — b)x h- (a -h sin(a -l- b)x. 


- — {a-^b — c) - sin(rt -f- 6 — c)x — h- c — a) - sin -f- c — a)x 
— (c -t- rt — sln(c -f- a — b)x -\- {a b cY slnia b c ),r. 


Nous lirerons de la, eu observanl qiie Ics quanliLes, en dehors 

— CO, .2;' = -f- CO, 


des inl^grales s’dvanoiiissent aux limiies x 


L 


sinaa;' sin 6 a: 


a — b 


L 


dx 

" sin ( a — 6 )a7 


dx 


a b 




sin( a-\- b)x 


dx\ 


or, a el b etanl posilifs, on en conclura, [)oiir a — b o, 

L 


sin aa? sin ia; , a — b a-\-b , 

dx ■=■ TT -+- t: = /Ott, 


x'i- 

et, pour a — ^ <C o, 

sinaa? sin^a^ 


L 


a?2 


, a — b a b 
dx — Tc H r. — aTt\ 


de sorle que I’inldgrale a pour valeur le produil par Ttdu plus pelil 
des nombres a et b. 



sin ax sin ia? sin c.27 


/■ 


dx 


( « -+- 6 — c)- 


/: 


sin fa -+- Z) — c)x 


{b -r c — ay- 


(c -i- a — b) 


L 



X 

si n f Z» 

— ^ C 


X 

sin f c 

a — b')x 


X 

sin (a 

+ b c)x 


dx 


dx 


dx 


f dx 

8 ./ X 


aura semblablement pour consequence que I’inlegrale clu ])rcii 
membre. sous les conditions 


a + 6 — c>0; b -h c — a>o, c + a — Z>>o, 


sera la quantite 

('lab -ihc -xca — a - — b - — c‘^) — ; 

tandis qu’en renversantle premier, le second oule troisierne s: 
d’inegalit^, elle aura pour valeur ahr:^ bcTz^ ou ca-rt. Les Ip 
theses faites sontd’ailleurs, comine on sait, les senles possilile: 
admettant que les constantes a, c soient positives. 


SUR L’EQUATION + 


Nomelles Annales de Mathematiques, serie, t, XI, 187:2, p. 5 . 


On doit a Euler les forniiiles suivanLes, qui Nerifienl identiqne- 
ment celle equation ; 

^ + {p -H r- - iff + syy- y''ff) 3^'2), 

y=-(r- + 3 ^--^ (fr+‘^s's''- y-g'^ if g) 3^'o, 

^ =-(/' 2 h- ^gg'-ifg'-^ ifg)(f-^y ^- ), 

“ =-t- 3 g'^)^~ if •+■ “igg' -y '^fg'— ij'g) (/^ “t" ig' )> 

et M. Binet, dans utie jVoie sur une qiiesLion relative a la iheorie 
des nombres (Comptes rendas, l. XU, p. 248),, a observ'd qu’on 
jiouvail, sans diininuer leur g-diidralile, Ics reduire avix expressions 
plus simples : 

{K = — 1 — ( Op" — 1 ~ — ct i b ^ 

y — — {a ’^ a 4-3 6, 

z- =-l- (c* 2 _|- ((51 ^ 3 ,^) ^ 

M- = — {.aP 

oil n’enlrent que deux inddlermindes a. et b. .)e me propose de tirer 
ces rdsultaLs coinine une consdquence de la propridtd gdndrale des 
surfaces da Lroisidme ordre, consistanL en ce que leurs points 
peuvenL se ddterminer individuellement. Soft done w = i ; j’ob- 
serve qii’en ddsignauL par a une racine cubique iinaginaire d-e 
I’unild, les droiles 

a;' a, x ■=■ oP^ 

y~'3pz, y = y.z 

sont entierement sitnees sur la surface 


y=pz + q, 


rencontrera chacune de ces generatrices, si I’on a les conditions 


d’ou I’on tire 


a — b (] 

a a- — p 

a- — b <7 _ 

a O'. — /) ’ 


p^b, q 


b 1 


etles coordonnees ties points de rencontre seront respecli- 

vement les quantites 


Or r equation 


{a z b f { p z -k- q p = \ 


devra admettre pour solutions 


la Iroisieme racine sera done une fonction rationnelle des eoelti" 
cients, qui s’obtienl aisement comine il suit. 

Developpons I’equation en nous bornant aux termes eii cl Z“'. 
nous en conclurons, pour la somine des racines, I’expressioii 


Mais on a 


,, a-b -h p^q 

I — — p'^ 


5l -+■ Z-2 = 


a-4-a- — -lb \ 'ib 


__ a-b-+-p^q 


I — 


11 vient ensuite, si I’on remplace p et q par leurs valeurs en a el 


(n- 6 -H 62)- — a^{ \ — 6) 
ai\ — — 63 ) 


I e 


y 


(i -+- b b^) (i 7.b) — a* 

1 — a® — 6® ^ 

(i b -h b-y — a^(i -\- -lb) 


a(i — a® — 6® ) 

Elies se simplifient, si Ton ecrit, au lieu cle a, el au lieu de b, 
> en prenant ces nouvelles formes, savoir : 

{a- ab b^) (a lb) — i 


a® — 6® — I 

( ci^ -4“ ctb — f— b^ — - !2 b 

rt® — 6® — I 
_ ( _|_ rtZ) -t- 6® )2 — cn- 6 _ 
■“ a-i~b^—i " 


y = 


et, en revenant a I’equalion homogene 

_ 23_|_ ^^3^ 

nous ohlenons ainsi pour solulion : 

a? = ofi b^)(a->r‘ib) — i, 

y = -t- — a — 26 , 

^ -t- -H — a -+■ b, 

u = a® — 6® — I = (a®-i-a6-i-6®)(a — b) — i. 

Or il suffit maintenant de changer 6 en 2 ^ el a en a — h pour 
que ces formules deviennent 

X = (a 2 -t -3 6 ®)(a-i- 36 ) — i, 
y = (a®-!- 3 — a — 3 6, 
j 3 6*)^— a-H 36, 

u— — 3 ^) — I, 

Ce sonl pr^cisdment celles d’Euler, sauf que y, u sont 
reinplac^s par — y, et — u. 



SUR L’EaUATION DE LAME (‘j. 


Extrait des feuilles aulograplii6es du Cours cV Analyse de l^Ecole 
P oly technique , par ]\ 1 . llermitc, Division, 1872-1873, 32 / lecoi 


Dans la Uicorie de la clialeur, Lame a conduit a consith 
I'etjuation differentielle suivante : 

dans laquelle X est un polynome du ti’oisiemc degre de Ja forn: 
X = a?.(i — 3") (i — - K-ir). 

Dans le cas ou a — n{n-\- i)^’? elant un. nombre enlier, 
trouve qu’on peutsatisfaire a I’equaiion de Lamd en preiiant po 
un polynome entier de degre /?, pour\ u que b ait pour x’aleu 
certain polynome entier egalcmeni de degre n. Nous ne tralte 
pascette question etnous nous bornerons a supposer 1 

b restant completement arbitraire. 

En appelant m et u deux solutions particuliercs do i’equalic 
Lame, la solution la plus generalc de I’equation est 

y = cu y c'r, 

c et c' etantdeux constantes arbitraires. 

Je dis que, si u et v sont convenablement clioisies, le prodt (*) 


(*) Nous avons retrouve dans les feuilles litliograpliides destinees aiix 
cie I’EcoIe Polytechnique, une lecon faite par Hermile pendant I’liiver 18' 
sur I’equation de Lame. Nous reproduisons cetle lecon, qiii, h notrc connaii 
fait connaitre les premieres recherchcs de Hcrmite sur une question qu’il 
approfondir queiques annees apres. E. 



z — C‘ U~-\- ICC' UV -H c'- p- 


je vois qii’il sera clemontre qae uv esl un poljnome entier en 
cle degre /?, si je prouve que est un polynome entier de degre n, 
piiisque u- cL v- sonl des valeurs parlicnlieres de s; je pose done 
z=y-, cL je clierclie la traiisformee en z de I’equation de Lame, 
oil, en me plaeant a un point de vue plus general, de ^equation 

4 Ay'-f- v).A'y= By, 


dans laquellc A et B sont deux poljnomes entiers quelconques 
en X. .I’aui'ai 


f/x 

cIt- 




En multipliant [lar 2 A, 

2 A z" = 4 k.yy " 4 Ay'2 = y ( \iy — 2 A'y' ) -t- 4 A / 2 , 

oil 

2 A z" =z]iz — 2 A'yy' 4 Ay '2 , 

et, comme 

y,yy'= 

2 As"-!- A'c'— Bz = 4 Ay'2. 

En diirei’cntianl de nouveau 

1 2. A z" A.'z' - B z I' = 8 Ay'y" 4 A'y'^ 

= 2y'(4 Ay"-i- aA'y'), 

et comme 

4 Ay"-!- 2.A'y = By, 

[2.Az"h- A' s'— Bz]'= ?.Byy', 

[2.Az"-+- A'^'— B zJ' = B^'. 

Telle est la transl'ormde en s. Si mainienant je d^veloppe le 
premier membre, il vient 

uA-z'"-!- 3 A'^"-!- (A" — a B)z' — B' z = 0 . 

Je ditterentle « fois cette equation, et je pose 

df'z 



7 


2Azi'"4-2 7tA' 
4- 3 n A' 


n" 4 -n(n — i)A" 

U' 1 0(«- 2) 

3 

H- 3 n A" 

^ 3n(n — r)^„, 


2 

4- A"— 2B 

-4 n(A"'— 2 B') 


— B' 


II = 0 . 


Considerons le coefficient du terme en a et effectuons les reduc- 
tions dans ce terme. II vient 


nA'" 

’( n — i) (n — 2 ) 

3 

n A'" ' 

fn 4- 1) (2 71 4- i) 

6 


Sf/i — i) ■] , 

— - 4-1 — , 

(an 4- i)B'. 


Or, on a 
d’oii 


A = a;(i — a?) (i — K*a:), 
A'"= K^x 1.2.3; 


d’ou 


B = n ( n 4- i) K* a? 4- 6, 
B'= n(n4-i)K2. 


On voit done que le coefficient de u se reduit a zdro. Par suite, 
I’dquation transformde en u est satisfaite quand on donne a u line 
valeur constante quelconque. Done 


d'^z 

dx>‘ 


c. 


En integrant n fois, on arrivera pour la valeur de a un polynoinn 
entier de degre /z, ce qu’il fallait demontrer. Done le produit (tv 
de deux solutions particulieres convenables de I’dquation de Lame 
est un polynome entier en x de degrd n, 

uv — F(a7). 

Nous allons maintenant chercher a determiner u et v. Gonside- 
rons le determinant fonctionnel 


4A3 = c X 4 A«"— U X 4A(/, 

4 A3'= p(B fi _ 2 A'ji') — m(Bp — aAV') 
ou 

4 A^'= -ik' {v' a — vu'), 

4 A s' = — ‘xX' z, 

o.Xz'-h X'z = o; 

A est le polynome figurant dans Tequation de Lame. Par suite, 

v.xy-t-x'3 = 0. 

Le premier meinbrc est la d^rivee de X^s^. q r,isulte que 
X;;- = const. , 

_ c 

/ ; C 

U V — V U — . 

y/X 

On a d’ailleurs, puisque uv — F( jc), 

It V H- V It = 

D’ou les deux Equations 

«' c' c 

” F(a;j y/x’ 

' r F\.r) ’ 

ou 

— ~ ^ r p'i 

« ~ ^ L F/X Fj ' 
r' _ I r — c F'" 

~ ^ .Fy/X F_ ■ 



(■ r_jlr_ 

u = y/F(a7) *^*‘*’* 



En integrant 



moyen ties lout Liuiib fiiipLiejiics, [)iiisc[uc a ebi iiii puijiiuinc ui 
troisieme de^re. 

SI Ton pose 


X — sin - r//»/. 


reqiiation prend la forme sons laqiielJe Lame I’a eludiec. 
On aura 


dx . c/( SI na/»/) 

-r- = a s 1 n rt ;?i / 

dt dt 


Or, en posanL 
on a 


It — sin ««?/, 


diL 


Done. 


dt 


~ /( i — a- ) (i — K- ii- ). 


= '},n sj\i — a- ) ( I — K - It- ) — -j. \ d/-( I — //')( i — K- ii-J = \/X . 


Formons inaintenanL la Iransformee en t. On a 
dy dy r dy i 


dx dt dx dt y ^/\ 
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d^ V _ d^ y r dy i 


dx- dt- 4 X dt y 


Or 


dx 


\/X — I d \/X 


t X' 


X' 


dx 


D’ou 


2 X dx 2 X 4X/X 


d' Y _ I d-y X' dy 
dx- 4 ^ dt'^ ^ X ^X dt 


D’oli la transformee 


4X 


I d-y X' dy'] v- ’ dy ^ 

[4 X dV- 4X/X dt \ yYX dt 


x -+- a > 


ou enfin 


d-y 

= [«(« -H i)K2 sin^am^-i- a\y. 


ON AN APPLICAXrON 


OK TIIK 

THEORY OF UNICURSAL CURVES. 


Proceedings of^/he London niathenicuical Society, l. IV, jj. 313-34*). 
lilxtracl from a Ictlcr to Urof. Cayley fRcarl May S"“, iSjj). 


Prof. Caylej communicaied lo ihe Society a letter, dated 
28''* Marcb, 1878, whicli he had received fj’oiri M. Heniiite. in 
connexion which some investigations on elliptic functions whicli 
Prof. Cayley is engaged with, M. Ilermite calls attention lo the 
question of determining' all the (piantities 

4 /II K -t- <1 ^ U' 

.sinam 

a 

in terms of the n 1 roots of the modular equation 

r) = o, 

without, as said Jacobi, the resoJulion of any equation, fs itneces- 
sary, for this purpose, to make use of the singular equations indi- 
cated by Ahcl between the quantities 

sinam — (4 /n K -h 4 for i= C •••) — 1 

n 

and the roots of unity? 

And after referring to a remark on the employment of thfe 
theory of unicursal curves in his Cours d* Analyse de V Nicole 
PolvtacJinirma . and notirinj*' that it is not only in the commen- 



rise to a method of integration of equations of the form 

treated of by MM. Briot and Bouquet, in the Journal cle I’Ecolc 
Polytechnique. 

Suppose, in fact, that the question is to determine the integral 
wlien it is an algebraic function of the independent variable. 

The question is easely resolved in all the cases where the number 
which determines the nature of this function is =o; that is, if it 
is possible to take rationally 

u = o{t), x = 

In fact, from this hypothesis, it follows that 

du _ tp' ( 0 
dx ~ 


is also rational in t\ wherefore it is necessary (although 
cient) that, assuming 


the curve 


dll 


not .siiffi- 


F( p, if) = 0 


should be unicursal. Deriving then, from this relation the rational 
expressions 

we obtain 


and thence 


p '!>(/:) 


=/l 


4>(0 


dt. 


dt 


But this integral can always be obtained rationally, and, in tin* 
case where the logarithms disappear, gives the value of x in the 
assumed form. 

In the case where is of the form 


u — C9 (tangis), 


therefore the equation 


55 = ?'( 0 (. + ^=); 


F((’, ^^) = 0 , 


must give an unicursal curve; and a solution of this form presents 
itself when the integral 


reduces itself to 


X 





dt 


X — arc tangt. 


Again, lastly, assuming 


u = cp ( sinama;. 


d siiiaiu X 
dx 


o denoting a rational function of the sine-amplitude, and its 
derived function (this being the hypolhetis of MM. Briot and 

Bouquet); it is clear that, u'riting sinam^r = the derivative^ 

dx 

as well as a must be a rational function of L and of the radical 

s/\\ — — k'H’^ ). 

Consequently, the equation 

F(v, u) = 0 

denotes a curve of the species (deficiency) j . 

Thus the example XI of these authors, 

c®-]- — I — au^(u ^ — r)* = o 

denoting —'j , (^where a — on writing 

(j = (a2 — i)t, 


-h 

— a 





gives 
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If then 

vve have 




/-('i-f-i) 1 


\/t’ 


llien 


4’^ (i -t- i) i 


“ '‘-I'yr 

5, 


whence 

whence 


dx ^ 

0 “ 2 7^ " 


= -f/ 


dt 

7f‘ 


Consequently the question is integrahle by elliptic functions 
The other examples are contained in the type 


p3 3 P — f- 4 Q c> 


(with the condilion Q‘ = R-)’. 

P, Q, R being integral functions of a of the degrees a, G, ii. 
But. this' equation may be writen 


(p + 2P)2(p_P).__4(P3^_Q)==_,|R2; 

and on writing 


V -4- a P 


aH 

w 


becomes simply 


— 3P w — a R = o» 


And this transformed equiation bemg of the degree 3 in ng / 
these two quantities, and consequently also o, u, can be expre.ssr 
as rational functions of t and of an elliptic radical'. 

The equation gives rise to similar substitutions. 


SUR L’lRRATIONALITE 

DE LA 

BASE DES LOGARITHMES HYPERBOLIQEES. 


Report of the British Association for Advancement of Science 
( 43 ‘" meeiing, p. ‘>. 2 - 23 , 1873). 


On reconnailra volonliers (jue, dans Je doinainc inalheinatique, 
la possession cUune voril^ imporLanle ne devienl compleLc el ddfi- 
iiilive qii’aulanl qu’on a reussi a rclablir par plus d’une melliode. 

A cel cgard Ja lln^orie dcs ronclions eliipliques oH're an excinple 
celebre, present a lous les espriis, inais qui esl Join cl’eire unique 
dans 1’ Analyse. 

Je cilerai encore le ibeorenie de Slurm, resle coininc envelopp6 
d’ Line sorle de myslere jusqu’a la mOnorable ddcouvcrle de M. Syl- 
vester, qui a ouvert, pour jidnelrer au cocur de la question, une 
voie plus facile et jilus feconde que celle du premier inventeur. 
Telles sont encore, dans l’Arithni^‘ticj[ue supdrieure, les lois de rdci- 
procittj enlre deux nombres premiers, auxquelles est aUacini le noin 
a jamais illuslre crEisenslein. Mais dans cette inline science et 
pour des questions du plus haul inti^rdl, comme la ddlerinination 
dll nombre des classes de formes c|uadraLiques de mdme invariant, 
on a die moins lieureux, et jusqu'ici le indrite de la premiere de- 
couverte est resld sans partage a Diriclilet. Enfin, et pour en venii- 
a I’objet de cette Note, je cilerai encore dans le champ clel’Anth- 
inetique, la proposition de Lambert sur I’irratioiialile du rapport 
de la circonfdrence an diamdtre, et des puissances de la base des 
logarithmes hyperboliques. Ayant etd rdceininent conduit a m’oe- 
cuper de ce dernier nombre, j’ai rhonneur de soumettre a la rdu- 



qui, je I’espere, paraitra entierement elementaire. Je pars siniph 
meat de la s6rie 


ex=i^ 


X 

I 


X- 

I .-1 


x'^ 


I .2. . ./I 


el posant pour un instant 


F (x) = iH 1 

I 1.2 


ce qui permet d’ecrire 

e^—?(x)_ t X 

a" "+ 1 I . 2 . . . -H 1 1 . 2 .../« + 2 " ’ ' 1.2. . . 71 -t- A’ + 


il sulTira, comme on va voir, de prendre les derivees d’ordrc 
des deux meinbres de celle relation. EIYectivement, on obll 
d’abord 


D'' 




e^<l'>{x) 


oil esL un poljnonie a coeflicienls enllers da degre /i, cloi 
n’est aucunement necessaire d’avoir I’expression f|u’il serait d 
leurs aise de former. Nous remarquerons ensuite, a I’egard 
terme ) que la dilferenliation, cffectuee n fois de suite, 
disparaitre les denominateurs des coefriclenls, de sorte qu’il v 

D" , 


etant un poljnoine dont tons les coefficients .sonl 
iiombres entiers. De la relation proposde, nous tirons dor 
suivanle : 

e^^(x) — <Fi(a7) ( A 4- i ) ( A H- 2 ) , . . ( A -I- /I ) 

27-"+! I . 2 ... A -1- 2 /I 4- I 

0 


oil bien sous une autre forme 


(A4-i)(A 4- 2 ). . . (A 4- n)xf^ 

1.2... 

_ 37-"-*-* ( A -1- l)(/ 

1 , 2 . . . n ZmL n -I- 1 .« 4- 2 ... A 4 - 2 /l -h I 


4 * [x) — 4*1(37) = ! 1 4- 1 

(A-1-i)(A4-2). . . ( A 4 - 71 ) X^' 


1 


I 


1 


L.V-/ ^ 1. « I. 

) « • /i*4“ 1 

(loniiee. II on ost en'eclivenienl alnsi dii factcur > et d’aiiLre 

I .-i. . .n 

, I , • • • XT' ( A- -+- I )(/.• -f- -+- n)x^'= . 

part, la soric mlinie > t- oLanL mise sous 

jmmi /i ■+- I . -i- '2 . . . A' -r- 2 H -+- I 

la forme ‘ ~ — y > on reconiiait ciu’elle 

2 . . . /C -h •>. /i -r- 1 I . * . . . A' '■ 


n -\- I . n ^ 


a ])our liinlle superieure e-^' 




1.2.../l 

1 . 2 ... /• -h n 


5 car Ic fticleur 


/i -r- I . « H- 2 . . . /r -i- 2 /I -+- I 


osl inforieiir a runilo. 

Do la rdsulle qu’en supposaiiL x un noinhre enlier, ne pent 

^ b 

olre line quanliLe coninicnsuvable ear on aiiraiL 


QJC <1) <I)| (^x) — 


h ‘iq.^ ) — a <I>i {x) 
a 


el cello IVaclion donl le nunn'raieiir ost essenlielleinent enlier, 
d’aprt's ce qiii a ele elabli a I’egard des polynonies cl ‘Iq (:r), 

ne peul, sans dire iiidle, descendre aii-dcssoiis de 
L’exprcssion decouvcrlc par Lamberl 

e-^- — e"‘‘' _ X 

(i-c c-x ~ X- 



que j’evile ainsi d’ein])lojer, n’en resLe pas moins un resuUal du 
plus grand prix ct qiii ouvre la vole a des rccherclies curieuses el 
inldressanles. En supposanl par cxemple a?= 2, on peul prdsumer 
qu’il reslera quelqiie chose, dc la sdrie si simple des fraclions 
inlegranles ayanl pour numdraleurs le nombre conslanl 4 , dans la 
fraclion conlinue ordinaire oqui.valenle, donl les numeraleurs 
seraienl I’unild. 

En ellet, il parail que, de distance en distance, viennenl alors 
s’offrir des quolients incomjdcts conllnuellement croissants. C’est 
du moins ce qu’indique le rdsultat suivant, di'i ^ M. G. Foreslier, 
ingdnieur cles Ponls el Chaussdes, a Rochefort. 


([lUuiLiLe 


9 


M. Forestier a Lrouvt^ pour la fracLion continue ordinaire 
valente 

1 

I 

q H 



la serie suivante, dcs quotients incomplets, q, q' q^ i ••••> s 

a, 2 , I, 20 , 1 , 10 , 19, I, 2, 11 , 7, I, 3 , 1, 0 , I; I5 h 

3 : d" , 2 , 2 , 3 , 1 , 5 , 1 , 3 , 0 , 1 4 ; ; • ' • • 

Or, on y voit figiirer les lermes 19, 20, 67, i 47 > 
juslifier cetle prevision ('). 


(') Les nombres inclitjues ne sont pas exacts. M. Bourget, a^'ant cxcc 
fois les calculs, a ti-ouve ia suite i, 20, i, 10, 19, 1, i, 'B 2t 2, ' 
I, I, 2, I, 2, I, I, 3 , 2, 5 , I, 2, 3 ,'), I, i-i, .'1, .... ' 


SUR U!\E EQUATION TRANSCENDANTE. 


Bulletin des Sciences malliemalujiics el (islronorniques, 
t. IV, 1873, p. ()i. 


So1l/(j:.) am; foiicLioii ratioaiielle de la forme saivanLc : 

A B L 

1 r -h . . .A 7> 

cc — a X — o X — / 

les quanlilcs a., A, . . . , L eLaiiL louies rdelles, cl les cnefficienls A, 
13, . . . , L reels cL positifs; Jc ells en premier Hen cpie I’eqiialion 

oil a est line cousLanLc positive, possedc n + i raciiics readies, 
n ileslynant It; iiombrc des quaiilit(5s ee, , /, comprises enlre 

— j et 4- 1 . Soil, oil ell'et, pour un insLanl, 

1- (.rj = loga-j— ^ — /(,r;, 

eL designons par if el k deux termes consdeulifs de la sdric 

rt, b, c, /, 

eii supposanL les lermes ranges par ordre croissant de grandemq de 
sorle que la fonctioii rationnelle /(a?) soil finie et continue lorsquc 
la variable csL comprise enlre les llmilcs et A. 

Cela elanl, la fonction loga et, par suite, F(a7) sera ellc- 

meme reellc el continue enlre ces liraites, si on les suppose infe- 
rietires en valeur absoliie c\ I’unitd; or, ayant pour € infmiment 



V ( -I- £ j . 


F(/( —£)=-!- 


c’esl-a-dire deux rcsuhats de siynes contraires, nous en concluoi 
pour I’equation proposee I’ existence d’une racine rcelle compri 
entre f’’ cl h. J’ajouLe ([u’ll n’y en a c|u’ane; car, en prcnanL 
derivee de F(^), on obtient celle expression, positive pour tout 
les valeurs de x entre — i et i , savoir 


F'(^) = 


A 


-H 


B 


I — :c- ‘ (j,' — aj' (x — by’ 


( x — I y^’ 


de sorle que F(j?) va coniinuellemenl en croissant depiiis — 

jusqua -f- — , et ne s’annule par consequent qu’une seule fols. ] 

designant done par n le nombre des quantiles ff, b, . . . , /, t| 
sonl comprises entre — i et -4- i , nous prouvons ainsi que I’eqii 
lion proposee possede n — i racines reelles; mais ayant 

F(-i-i-e) = loga— i-;-, 

*2 — s. 


quantile infiniment grande el negative, on voit de plus qii’i.l (‘xi 
encore une racine comprise entre — i et Je tcrine le plus voisiu 
la suite «, i; enfin une derniere racine se trouve parcii 

meat entre le lermc le plus voisin de I’unite el I’unile, attendu < 
I’expression 

F(i — e) = loga^^ 


esl infiniinent grande el positive. 

En second lieu, je dis que I’equalion proposee ne peat admel 
aucune racine imaginaire dont le module soil infdrieui' a Tan 

Soil, en effet, ^ = a -j- ^ — i une telle racine; on ti'oii\ 

d’abord 


/•(a + 3/31)^ _ A(«-a) 


r — iL. 

[(a — a)2- 


B 


(a — 6)2-+- [32 ' ’ ' J 

Pour calculer ensuite la valeiir. ffiie l^rtn uaif iimrmp nl 


merit a la supposition faitc, Ic module de = a -f- [i y/ — i est 
inferieur a runite, j’emploierai la relation, aisee a verifier, 


loii- 


c/z 


Or on en deduil, en faisant, pour un moment, 


a - [j - 


' dz __ 


dz 




=/ 


C pa — z) dz 


0 3 \/ — I / — 


dz 


(pa-.G)^+fi-^’ 


et I’on voit ainsi que le coefficient de (ii \/ — i est la quantitc cssen- 
tiellement positive 




( pa — J -I- [1'^ 


Ajant done, iiour ee milme coefficient dans l’cx|)ression de 

— /(a-H p y/— i), 

line quantit(^ qui est eyalement positive, a savoir 
A H 

(a — « )'^ -H |32 (a — 6)*-(- -+-•••) 

nous reeonnaissons que la partie imaginaire do F(a -f- jS y/ — i) ne 
pent jamais s’evanouir, de sorte que noire equation n’admet, 
comme nous voulions I’dtablir, que des racines rdelles. 

La relation prdc^demment emploj(5e, a savoir 


= a, 


d'ou 


I — X 


log a 



+ 1 


dz 


a - 4- 1 
a — I 


celle des valeurs en nombre infuii du logarillime ([in se 

alnsi representee par FinLcgrale definic esl I’inlegrale ^ 

siipposant que la variable ; decrivc la ligne droile joign 
deux points qui ont pour affixes \ et a. 



JiXTRAIT 


D’i'N'K 


LETTRE [)E M. Cri. HERMITE A :\r. Pall (IORDAN, 


SUR L’EXPRESSION 


U sin. 7? H- V cos.x' -t- W. 


Journal de C relic, l. 7 ( 5 , p. -3 !■;>.. 


... .Eli allcnclaiil, e’esL des fraclions ('onllniies algebrjcjiLGs qiic 
je prends la llbcrld dc vous enlretonlr, on pliiLoL d’unc cxlcnsion 
dc oeUG lluiorie, ayanl clicrclie Ic sysltonc dos polynomes (inllcrs 
cn x", U, V, W, l.cls qiie le developpfiiiienL de rexpressiou a li’ois 
term os 

0 sina? -H V cos.r -h W 

(■ommcncc |)ar la plus liaiite puissance |)Ossiljlc de la variable. Cos 
pnlynomes forment line sdrie doulilemcnt infinie, aiiisi que pou- 
vait Ic faire prdsiuner I’analogie avee la llieorie arithnn^tiqiie des 
minima snccessifs de la quantile 

X H~ ay -r- bz, 

ou a el b sont des conslanlcs numeriques, x, /, s des wonibres 
eiiliers. Ces imuinM s’obtienixent, en elTel, par ]a ri^duction conli- 
iiiielle de la forme qiiadratiqiie ternairc : 

ya 

( X Cl y bz')^ * 7 ;- ; 

' a p 

oil enlrent deux inddterniindes a et auxquelles doivent i^tre 
atlrihuees toutes les valeurs de z^ro ii rinfini. 1j& nremiere si^rie 



lanj^.r = 


el s’oblienl ainsi. 
Soil 


A = sin r, 


puis successivemeiil 

Ai= / kx dx == sin.r — xcosx, 

A. 2 = ^ AfX dx — (3 — X-) .‘iinx — 3^’cosr. 

A3= A^a? f/a: = (i 5 — Gr2) sina" — (i ja- — ar^) cosa’, 
*-‘'n 


elj en general, 


A„+i= / A„.rdx. 

^'o 

Les formules elemenlaires 

^ cosx F(x ) dx = sina" f (ar ) -i- cos a" £' (x), 
J' sin a: F(a7) <far = sin a; f'(a7) — cosa? ii(a"), 

Oil I’on suppose F(a') uii poljnonie cnlier el 

i:(a7) = F(a^ ) — F"(ar) -!- F‘''(a;) — . . . , 


montrent que A,, est de la fornie U sina? + V cosa?, U et V «'lu 
des polynomes enliers donl I’un est du degre n el I’auLri* < 
degr6 n — i. En second lieu, si Ton part du developpeincnl 
s^rie : 


. . X^ X‘> 

A = sina? = X ^ -t- 


2.3 2 . 3 . 4 . 5 


on ep conclura aisement 

^2«+l 






I.3.5...2/H-I I.2.3.5. .. 2 / 1 - 1 - 


-I-. . 



1 




( — I 

■Ml -!- i) I . ■^, . 3 . . . -ik 


Le premier Lerme de eelte serle elanl en .r-"+', voiis vojez (jue U 
el sonl bieii les poljnomes qni rdsulienl de la iheorJe dcs frac- 
tions continues. Mais on penty parvenir [)ar one aulre voie. 

Soil 

11 = ^, 

X 

puis success! veinent 

I rZlIt s i n .-r — x cos ,r 




\Io=-- , 

ax 


O' dx a-'* ’ 

rflli ( .3 — x^ ) si II .r — 3 r cos x 


=■ 


I c/tlto (tl — r).r2)sin.r — (loa* — ,r^)cos.r 

X dx x’’ 


el, cn £;'(5n6ral, 


,,, I 

'I //-hi ~ — 1 

T dx 


On reconnatl iirunediatemenl qu’on aura 

U sina’ -h V cos.r 


%,= 




U et V etant encore des polynonics dont I’un esL de degre n cl 
I’autre de degrd n — i ; on obtient aussi facileinent la serin 




x'^ 


1 . 3 . 5 /I -t- I 


a. 3. 


) ♦ • . U fl H“ 


II s’ensuit que 




-Ail.. 


et, par consequent, 


c'est-^i-dire 


A,,+| __ 1 _A_ / ^11 \ 

g;2n+‘i X rfa’ \a'*""''‘ / 

k-n^x =: (u n H- I ) A„ x , 


dx 




cl nous pavvcnons ciilrc Irois Icrmcs consccutifs u la relation 
A = { 2 // + I ) A — A /) - 1 u7.’- . 

De la se lire la fraction continue cle Lambert, et I’equation dillc- 
renlielle cles Iranscendanlcs de Bessel. 11 siiffit, en ellet, d’observer 
qne 

. '\ d\j^ . I / d’“ \ II T d.\ \ 

~ X dx ^ x’’- \ dx- X dx ) 


pom- passer de rcyalitc 

, A„ = ( •). ,i I ) A 1 — A „-2 .r* 


a cette c(|ualion si connue 


d^-k^ %ll dkn . 

— 7 -^ 7 i- A«= O 

dx- X dx 


donl line seconde solution est donnee comme il esl aise do le voir 
par la formnle 

\„= U cos a? — V siii.r. 


.Ic vais main tenant sorlir du domaine des fractions coiitinties, e‘l 
delinir nne seconde sdrie de polynoines U, ^ , V\ , eii posant 


Bh — / kiidx, 
'^0 


]niis Slice essivement nne troisieme, nne qualrieme, etc., par U*> 
relations semblables 


C/i = i B„ dx, 

’ 0 



Les formules deja employees 


/ 

I 


cosx F(a;) dx =sina;iF(a7)-t- cosx £' (x), 
sina; F (x) dx = siax £' (x) — cosa? £ (x) 


U eL V elanl des ])oljnojnes enliers, I’lui du dcgre /i, Tautre du 
degre/? — i , cl W dc degre j > — i. Or lo de\ elop]:)ei>icnL 

r>„ = a72,M7;V f ■>. ■.>. ) ( •>. 4 - -h (2 k n J ( — l ^ 

jmmdfc I . -1 I: X il - 4 - p 

0 

(lonL ]e premier Icrnic csL clc degre ‘xn +/?, a l)icn Ja forme vonluc. 
Ces mdmes quanlil.es pen vent s'oblcnlr d’lme autre maniere comme 
il suil. Posons, suivant ([uc p esl pair on impair, 


111 = 




X!' 


CQ 9 ,X — I -T- 


i . ■>. I . J . 4 


X* , \p xl>~- 




on bien 


/■-» 
1) - 
xi‘ 


x'-^ , — !• xi>-- 

sin.z' — X :7 — ... ,( — I) - 


\ . .p — -x 


el faisons siiccessi veinenl 


^ ‘ dx 


= _ I 

X dx 


Vn., 


X dx 


OcUe loi de forination donne Ires I'acilemenL Ic developpement 
eii seric de 11)/^, en ])arl.aiiL du developpement de IJ, a savoir 


p = 


\ I . V. . . .p H- V, 1 . X . . .p -t- 4 

On I’ctronvc ainsi 

lit V’ ('>d^ . .{x/c ■+■ xn){— 

r/( = 7 , ; ) 

J/.' 1 .2.3. . .X A' -+■ xn -i-p 


cc qni conduit a la relation 


Vn 


f) 


d’ou I’on lire, comme pour les quantiles A,;, cellc-ci : 





hauL none 

P = u, 4 , 

nous aurons successivemenL 

J^«+i = ( a -+- ‘-i- ) .T , 

( a /I 3 j C/; 13 /; a", 

D /,+1 = ( 2 /2 -f- 4 ) D/, — C„ X, 


J’ai calculc par ces fovmules et celles qui coucernenl i\n les valcu 
suiv antes ; 

Aj = sina? — x cosa". 

Aa = ( 3 — X-) sina" — 3 ar cosa?, 

Aa — (i 3 — Ga?-j sin.r — (i 'la- — x^) cos a-, 

Ai = ( ro5 — ) sina? — (io5a" — i oa?^ ) cosa^. 

As = (943 — (\'iox-->r t ja-^) sin a* — (91 3 a* — loSa^ -4- x'^) cos a*, 


Bi, = — cosa? -4- 1, 

Bi = — a sina* — 1 cos a -4- a, 

B2 = — 5 asina — (8 — a-)cosa-4-8, 

B3 = — ( 33 a — a®) sina — (48 — (.)x- ) cosa -4- 48, 

64 = — (279a — 14 a^) sina — (384 — 87 a- -t- a*) cosa 4- 384 , 

Bs = — (2895a — i 85 a 3 - 4 - a 5 ) sin a — ( 384 o — 975a- -4- 20 a^) cosa -1- 31 


Co = — sin a -4- a, 

Cl = — 3 sina -4- a cosa + ix, 

C2 = — (i 5 — a2)sina-i- 7a cosa -4- 8 a, 

C3 = — (io 5 — i2.r-) sina -4- (57a — a*) cosa -4- 43 a, 

C4 = — (945 — 1 41 a') sina -4- ( 5 Gi a — i 8 a 3 ) cosa -4- 384 a, 


Do = cosa — 1 H , 

2 

D I = a sina -4- 4 cosa -4- a- — 4, 

D,= 9a sin a -i- (24 — a^) cosa + 4a^— 24, 

D3= (87a — a3) sina 4- (192 — iSa^) cosa -4- 24a2— 192, 


sen e’i:xi>ni:ssiox U sin at* -i- V cosa? -r- W. 


i4i 

C’esL inaiiiLenanl, Monsieur, que se presenLeune f|Liest,ion arilli- 
meli(|uc d’un ^rancl inlerct. Siippos(jns x=-l^ en faisanl pour 
ahreger 

, sint e — e~‘ ,, . e -+- e-’ 

h = — r— = } h = cos i — : 

i '}. -i. ’ 

la ([uanULe 

= U sin r -1- V cos;r.‘ -+- W 
prendra la forme suivaiiLe, 

l/l/l-i-f) ti/i (v; 

ou a et sonL loujoiirs des nomhres cnliers, (v pouvauL etre frae- 
lionnaire, mais dc\cnaiil dgalcmenl. cnlier ([uaiid n croit an dela 
d’une cerlaine limlle. On a, eii ellel, 

-A- 

m (P — — — k + ■i.n — ■>.)(— \f-' xl‘ 

W =-(-■)- 2, ,..>.. 3... 4 ’ 

en supposanl k~ o, 2 , 4j •• •, P — si p csl. pair, cl 

/•- 1 

AW / {p — k'){p — k {p — k X- ->11 — ^ 

w = (- T ) - 2 , rxrrr ^ ^ ^ 

en faisanl /e = i , 3, 5, p — 2 , si p esl impair; or, dans Ics 
deux ca.s, il cst visible que le coefficient 

( p — ^ P — 2 ) . . . pp — k H— '}. n. — ) 

1 . 2 . 3 . . . /c 

finit par devenir cnlier. Cela pose, Ics divers sjsldmes des nombres 
X ~ 11, jk = r, z = <v 

donneront-ils des minima de la fonction lindaire x h y N -p z"} 
Vous connaissez la decouverle memorable de Diriolilet stir les 
minima des fonctions lindaires, a un nombre quelconque d’indd- 
lerminees; en arilhmdtique elle me semble, si je puis dire, aussi 
importante que la tbdorie des fonctions elliptiques pour I’Analyse. 

IVtciie liinrlic riiip l«^c IVnrImnc rrm tin ii po enn I rl’nn Pinnlni iichpI Ipc 


OLi a eL o SOUL posilifs et clout riuvariauL cst D = Ces niiiiii 

satisfoul a la coudiLion y/2 IJ ; or le procliiil (A.r + /d r d-^)‘ — ■ 

a pour maxlunim , d'ou ceLLc relation iiidependaiitc do a cL 
savoir : 


{hx Ji'y ^ r <! 



liu applicpiaut ce critdrium au.v uombres clonnes par les (pui 
tites Byi, on reconiiaiL iiniiiecliatemeuL cpi ils no peuvent conveui 
mais dans les series suivanles je troiive : 


I ti h — 7 //.' — 8 = — 

' 3.J.6.7 

— (J /( -h 2-5 A' — 28 = r-r h . . . , 

o .'■>.(). 7 . 8 

— 88 /; -t- 207 /i' — 2 1 G = ! 

3.0.7.8.9.10 

— 3 j j h~- 1 24 Ji' — 200 = 1 - . . . 1 

3.3.7.8.9.10.11 

166/1 — 3 oi h ' — 078 = ! r- . . . , 

3.3.7.8.9.10.11.12 

2827 /i — &i 36 h ' — 6730 = — ^ 

3.5.7.9.10.11.12.13.14 


et vous vojez que la condition requise est comple tern cut rem[)l 
le calcul par logaritlimes donnant dans le dernier cas 


2327.6136 

o ^ ^ — > =o,oGoo 6 . 

3 . 0.7.9. 10. 1 1 . 12. i 3 . 14 


Mais je reviens a I’AJgebre, poor' consiclerer les e-vpressii 
rationnelles approcliees de sin.r et cos.r donnees par deux cc[ 
lions telles que 


/Ci = 

D.,= 

i\ij — 
1^3 “ 
F4 = 


lV,j. 0, B;; = o 


C — o ; 


13 


1 Vi Cl 11 O 5 Cl II O, 13;; — (). .... 

Dans lo premier cas, [)ar exemplc, on Iroiive pour // = i , a, 3 ccs 
valeurs : 

•>.x -‘20 a- — 

sin.T = — ^ ; = - r ^ 5 r:—, T, 

2 .r- 2\ -r- 4 J'-'-O ().T" -H .7''’ 

_ ■>. _ 2 .\ — 8./‘- _ 77.0 — 'iHST-- 

•2 -h .T- a. I -r- yw -f- -2.x- -f- ()./•'■ -h .7''' 

eL, cn general, il csL aise tie voir qu’cUes seronL do la rormc 


cosa.'=— > sina7=— > 


R, S cL T elanl des polyoomes enlicrs donL les |)remlers ren- 
fermeiiL sculemenL des puissances paires cL Ic Lroisiemc ties puis- 
sances ini[)aires de la variable. En dednisanl d’aljord des rclalioiis 
j)roposees 

cos T -i- t sin T = — 77 — } 


j'observe tpio, si Ton change x en — ix, on sc IrouNc amcne a unc 
expression CiillercnicnL reellc dc rcxponciiLielle <*■'', par unc I'viic- 
lion donL Ic denoininaLeur ne conticnL que des puissances paires. 
Sous ce point dc ^ uc [)lus simple, je rcniarcpic qu’en posanL 

<1> ( 07 j — ao -H « 1 a.'2 -\- ciz or'' -t- . . . H- «/; 

on pcul, en general, disposer des coenicienls cty, «|, ... dc maniere 
(|ue le pi'oduit e''<I>(x) ordonne suivant les puissances croissanles 
dc X manque des n lerines en .. ., et soil 

de la Co I’m e 

e.c<i)(^x) = 11(07) -+■ eo'2"+/'+i -I- t' . .. 

11 resulLe qu’en laisanl 

.lli(07)= ll(-.r) 


nous aurons, atix lernics })res dc I’ordre 2 }i -+-p i, 


CDS X 


S 


k’ 


sinx = 


T 

k' 


Or, CCS |:)olynoincs el n(.x), dont la considcralio 

scnible indispensable ponv approfondir la question arilbmt 
diflicile que j’ai seuleincnl louchee, s’obliennent conime il si 
J applicjne la formiile 



e-ix dt =— 


oil F(i) est unc fonclion enliere el 4 ' la ([uantite 


i (0 = 



F ^(0 

X- 


F "(0 


a la determination de rinlegrale definie / — i-')P e 

^ 0 

l*our cela je remarque que la relation 


f = j?(o) — e-^i(i) 

•-'ll 


met en evidence deux termes, dont le premier se calcule an ] 
dll d^veloppement 


F(«) = (''(i — 

I 


IILE. — 1 } f/i-i-4 — . . ( — lyi 


qui donne Ics valeurs des derivees de F(i) pour o] 011 
immediatement 


Ho) 


I , . 3 . . . /I p I . . 3 . . . 71 -1- i 


aytt-i-l 




xn+l/j+l — ^n-^2p-hl ^ 


en posant 


P 

I 

p(p-\) 


«I>(x) = xy> — I- (n i){n + 9.)x^-! 


( 714 - l) (71-+- -2) (/I -4- 3)(71 -4 4 )x 2 C-V 


1.2 


s obtiendront en developpant suivant les puissances de h la 
quantile 

F(i -t- A) = ( — H- -h h )P. 

Faisons 


(i -f- /i)"(a -4- A -H BA -f- GA2 + . . .-4- A'^-*-e, 

et I’on en conclura semblablement 


i(0 = 


(—!)/>. l.-i.S. 

p-t - 1 




en ecrivant pour abreger 


Il(ir) = Aa?”-'"e-H p -H /* ( /o -F i ) ^oc'^'^p-^ -h . . . . 


Ceci pos(5, et, en observant que I’int^grale f ?"(i — t-)P dt 

'' 0 

peut^tre (ivideinment ddveloppi^e sous la forme 
la relation a laquelle nous sommes amends, a savoir 


1 . 2 . 3 . . . n - , , 

— ~ ‘I>(.r) — e-^ — 


l)/-*. I .2.3. . .p 


n(a?) = e-4-$ia?-hejiJ?2_|_. 


donne facllemenl 


‘['(j;) — ( — i)P 


1 .2.3. 

1.2.3. 


— 11(^7) = /'■*'* -H S." X'^'^^P'''^~h , . .. 

.n 


Les polynomes cherchds soul done ainsi obtenus d’une manidre 
gdndrale, mais je n’en ai pas jusqu’ici fait I’dtude approfondie. J’ai 

seuJement remarqud que I’intdgrale ddfinie 
et ces deux aiUres 


f t»{\~ P)p 

do 


i: 


tn(i — t'i)Pe-t^ dt, 



ti)Pe~txdt, ■ 


satisfont a rdquation lindaire du troisidme ordre 


X 


d^y 

dx'^ 


— H ( Ti -H 2 p — i— 3 ) 


d'^y 

dx* 





LETTRE J)E M. Ch. HERMITE A M. BORCHARDT, 


SUR 

QUELQTJES APPROXfflATIONS ALGEBRTQUE! 


Journal de Crelle, t. 76, p. 34^z-3'44i 1873 . 


... Je ne me hasarderai point a la recherche d’une demonsli 
lion de la transcendance du nombre ti. Que d’autres leiitenl I’t 
treprise, nul ne sera plus heureux que moi de leur succes, Jii 
croyez-m’en, mon cher ami, il ne laissera pas que de leur 
c outer quelques efforts. Tout ce que je puis, c’est de relaire 
qu’a deja fait Lambert, seulement d’une autre maniere, au mo^ 
de cette ^galiie 

A,i= U sm.rH- V cosa7 = / (i — cosx:^ dz, 

oil A«, U et V designent les memes quantiles que dans ma Ictli 
M. (jordan. Vous savez que XJ est un polynome entier et ii cO( 

cients entiers en x- du degr^ on — — ~ selon que n est ]:)aii 

impair; il eji r^sulte dans le premier cas, par exemple, 

pour x = —) en supposanl que ^ soil une fraction on aura 



- n 
Or 


t i 


by /by 

= / (l_^ 2 )«C 0 S 


ch 


oil 


bien 


~Y f ^ V 

J \ v/rt / 

■I ./[.. .211 


f (r — - 2 )" cos — <r/j 


Or,, on met immediatement une impossibilite en Evidence, puisque 
le second meinbrc devient, sans poiivoir jamais s’annuler, plus petit 
qne toute quaiititd donnde quand n aiigmente, le preraiei' dtant 
un nombre emliier'. 

Voici line autre consequence de I’expresS'ion de par une 
ini^grale defiuie; on en tire aisdment, sous forme d’mtegrales 
doubles, les quantites 

Aadx, C,t= / Bfidr, , 

Jo 



en employant les forrnules eldmentaires 

f dx f J\x)dx= r {X — z)f{z)dz = x^ f \i — X)f {lx) dl, 

1/(1 iJn 'J Q 

dx J f \x) dx — j ——■■■- — f{z)dz 


et il vient ainsf 





'L., 2 «. 4,...271 




Mais, sous un point de vue plus general, supposons les f pofy- 
nomes : ^>y.(a7) d'es degr^s m, ;z, r ddter- 

minds de inanidre que le developpement suivant les puissances 
croissanles de.la variable de la fonction 


"/i { O? ^ —r*. (li /* O?.^ /T?.A 


. --U-. 


suite des quantiles 

/i(^)= r fi(x)=: f fi(x)dx, ..., 

•>0 *^0 

fs+xix)= f fs{x)dx, 

^ Q 

il est clair que la derniere sera de la forme suivan Le, 
fs+i{x) — e(a + eCp+w')^ iF„ (a?) -t- . . . -t- W,.(a7) -+- 

ou seront des polynomes entlcrs 

degres m, 5, et que son developpement commencera pai 

terme de degr^ m -h n -p , . s 4 - /. On en conclut aisement 
si Ton pose 

A = (2t — |3 )XiX2... Xj -+- ( j 3 — Y) ^2 X3 • t . X{ ( Y S ) X3 X4. . . . X;' . 1 < “t~ 

on aura la relation 


/'/•••/ 

%/0 ^0 ^0 


e(X,, X2 


. . 5 X/) d'k I ^^?X2 . . . i 


e<^^Q,n(x) -f- eP-^e„(a?) +. . .•+• e<>^^e,.(x) H- e.s-(a^) 


on 0^4(2?), 0,4(37), 0^(37) sont des polynomes entiers 

degres m, n, . . s; c’est done au moyen d’une integrale mul 
la definition du systeme des polynomes entiers de degrds don 
qui donnent la plus grande approximation de la fonction lin 
composee avec les exponenlielles e“®, e'^^. 

Dans le courant de ces recherches, void une question ariti 
tique qui m’a beaucoup preoccupd. En considerant pour 
valeur enliere de 37 la fraction continue 

e* — I X 

e^-i - 1 X- 


ne doit-il pas exister quelque caractere spdeial, a I’egard ^ 


rateurs des fractions mtegrantes sont 1 umt^ ? J’avais presume 
qu’au moins de distance en distance, les quotients incomplels 
iraient en grandissant, et c’est ce qui se trouve jusqu’a un certain 
point confirm^, par le resultat suivant que je dois a I’obligeance 
de M. Forestier. Soit a? = 3, et faisons 

— I _ I 

e® -H 1 I 

T 

q 

?7 +•. . 

• 9 

la suite des nombres entiers g", . . . est 

I, 8, I, i6, 2, I, I, 2, 4, 1, ■>., n, 2, 1, i,36, 1, 8, 4, 17, 9, T, I, I, I, I, a, 3, go, . . .. 

Malheureusement les calculs sont si longs et si pdnibles qu’on 
ne pent esp^rer trouver quelque loi par la voie de I’induction (*). 


(*) Le calciil, apr6s cicux verifications, a cionne M. Bourgel la suite fliffcrcnle 
de celle clu lexte i, 9, i, i, 5 , a, 8, i, i, 12, 2, 1, 7, i, 3 , 8, l\, fi, i, 1, G, i, i, 

E. F. 


I, 1 , I, a, I, 2, I, I, .. 



SUR 


LA FONCTION EXPONENTIELL 


Comptes rendus dc VAcctdcniie des Sciences, t. iH; 

|>. 74-791 aBS-'ug'L 


I. Riant clonnc nn noml)re quelconque de qiianlili's iiamc'r 
O’-!, ao; 'J-m on sait qu’on peut en approclier stiiuil tanoi 
par des fractions de m^me d^nominateiir, de telle sortc qn’c 


A \ 0 i 

A V A 



0|, Oo, 0/^ ne pouvant depasser une liniite qui depend s 
ment de /?. C’cst, comme on voit, une extension du mode 
proximalion resultant de la thdoric des fractions continues 
correspondrait an cas le plus simple de /i = 1 . Or, on peat sc 
poser une generalisation semblable de la tbeorie des fractions 
tinues algebricjues, en chercliant les expressions approclie 
n fonctions cp, (^), 00(0^), .. cp«(^) par des fractions ration 

~^{x ) " “*■’ ® maniere que les developpemc) 

serie suivant les puissances croissantes de la variable coVnt 
juscpi a une puissance determinee Void d’abord, a cet t 
un premier resultat qui s’offre immediatement. Supposons c| 


series de la forme a + -j- 'v.x- -1-. . . ct faisons 

(]) ( ir ) = A .'T'"’ ■+- B r 1 H- K r 4- I-i. 

On pourra, cn general, disposer des coeflicients A, B, L de 
manicre a annnler dans les n produits les termes en 


[jL^ etanL un nombre entier arbitraire. Nous poserons ainsi un 
nombre d’equations liomogenes de premier degre egal precisdment 
a [JL/, et'l’on aura 

o/(a7) s 3 , r - 4 -. . . , 


e^, ... etanL des constantes, un polynome entier de 

degr^ M — [i./. Or, cette relation donnant 


cp,'(.r) = 


fiq.r) 


El 4- . . 

<E5(a7) 


on voit que les developpements en sdrie de la fraction rationnelle 
et de la fonction seront, en elFet, les m^ines jusqu’aux termes 
cn et, coinine Ic nombre total des equations posecs est 
p, H- po + . . . -h p-rtj il suffit d’assujettir a la senlc condition 


jJ, 1 4- p2 “I" * • • "1“ 

les entiers p., restds jusqu'ici absolument arbitraircs. C’est cette 
considdration si simple qui a servi cle point de depart I’dtude de 
la fonction exponentielle que je vais exposer, me proposant d’eii 
faire I’applicalion aiix quanlilds 

1 ^ 1 ( 37 ) = cp2(ar) = ^ 

IL Soil, pour abreger, M — m = p; je compose avec les con- 
stantes a, b, . . ., h le polynome 

F(s) = zV‘{z — a)V-^iz — b)V -^. . .(s — 

de degrd p -t- pi -1- • • • -t- p^M= M, et j’envisage les n intdgrales 
ddfinies 

/ e-^xV(s\d3.. I .... / Ff z) dz. 


nous aurons 


J' e-^'^ F (z) dz = — ^ (z), 


et, par consequent, 



F(z) dz = ^(o) — ^{a), 

F{z) dz =§{(>) — e-i>^§{b), 


Or I’expression de ^{z) donne immediatement, sous forme dc 
polynomes ordonn^s suivant les puissances croissantes de Ic.s 
diverses quantiles #(o), ^(a), #(^), . . el si Ton observe qii’on a 
F(o)=o, F'(o) = o, Ft[^--i)(o) = 0 , 

puis successivement, 

F(a) = o, F'(a) = o, F<!^«-'^(a) = o, 

F(6) = o, F'(6) = o, FI!^»-»(6) = 0 , 


nous en conclurons les resultats siiivants 




ou le polynome enlier est du degrd M— u = m, et k‘s 

autres ^>1 (ic), ^2(^), • . - , ^«(^), des degrds M— pijM — p.2, 

^ — P-/J- Gela pose, nous ecrirons 


— <J>,(a?) =a7M+ie«a: f le-^^F(z) dz, 

•^0 I 

/•* 

e*^4>(a;) — ^2(-r) J e-^^F(z) dz, 


ohx 


4>(a:) — 4)rt(a;)=a?M+ieA:r / e~^^F{z)dz] 

^ A 


c -- - - - 

fonctions se trouvent eiiLieremenl remplies. Nous avons ainsi 
obtenu, dans loiUe sa gen^ralile, le sysL^me des fractions ration- 

neJles — — — -> de meme denommateur, repre- 

sentanl les fonctions anx tennes pres de 

I’ordre a;*''*''. 

III. Soit, comnae application, /i = i , et supposons de plus 
pi = p., = m, ce qui donnera 

M — im, F(z)=:z»tiz — i)'»; 


les ddrivdes de F(^) pour ^ = o se tirent sur-Je-champ du ddve- 
loppeinent par la formule du binome 

Ft-) = i — . . . H- t — 

I I . a V / ) 

et I’on obtient 


F(2«i— A') (^0^ 

I . i . 3 . . . 9 . «i — A' 


m(in — I ) . . . ( /n — /r -H i ) 
1 . 9 . 3 . . . /c 


(- i/'-, 


d’ou, par suite, 




= 2 m ( 2 m — - I - i ) — {0.711 — i )( 2 /n — 2 )..,(»i h - i ) — a ? 

■+■(2 711 — 2)(2 77l — 3 }. . .( /n -+■ I ) ~ — ^ a?* ( — I )"' x»>. 


Pour avoir, en second lieu, les vaJeurs des ddrivdes quand on 
suppose s — i, nous poserons z = i h, afin de ddvelopper sui- 
vant les puissances de h le polynome F(i 4- /i) = h^{h + 1 )"*. Or 
les coefficients prdcddeminent oblenus se reproduisant, sauf le 
signe, on voit qu’on aura 


<I>i(a;) = <I3(— a?). 

Cesrdsultats condnisent k inlroduire, au lieu de et$^ (a;), 
les polynomes 


Xl{x) 


I .2.3. . ./?l‘ 


ni(a?) 


1.2.3. . .711 


^2/11+1 

e-'*' n (.r ) — n 1 ( .r ; — e 


.•1.0 ... m 


(-1 


r ,)w ^^5 

( 1 — z (iz^ 

\ .1.0. . .in J. . 


el I’oii met en evidence qiie le premier meml)re pent devenir, pc 
line valeiir suffisammenl ijrande de m, plus petit que toutc cpici 

tite donnee. Nous savons effectivement que le facteur ^ ^ 

a zero pour limite, et il en esL de meme de I’integrale, la quani 
x;'“(i — zy^'- etaiit toujours inferieure a son maximum 

decroit indefinimeiit quand m augmcnte. 11 resulte de la qii 
supposant x un nomljre entier, I’exponentielle nc pent a\ 

line valeur commensuralile ; car si Ton fait e^— on parvii 
apres avoir cliasse le denominatcur, a I’iigalile 


h 1I( T ) — a III (^) = ( — 0" 


I , • j . . . m 


/ — z')"^ dz, 


dont le second membre pent devenir moindre que toutc grant! 
donnee, el sans jamais s’evanouir, landis que le premier esi 
nombre entier. Lambert, a qui I’on doit cette proposition, c 
que la seule demonstration, jusqu’a ce jour obtenue, de rirrat 
nalite dii rapport de la circonference au diametre ct de son ca 
a tire ces imporlants resultals de la fraction continue 

— e~^ X 

qX -}_ Q—X ^2 

I _i 


a laquelle nous parviendrons plus tard. Laissant eiitieremen 
cote le rapport de la circonference au, diametre, je vais maintc 
tenter d’aller plus loin a I’egard du nombre e, en etablissant 
possibilite d’une relation de la forme 

N -h e“ Ni -h e* Na -f- . . H- N„ 


=i O 


. Je considere, a cel eflet, parmi les clivers systemes de frac- 

lions I'ationnelles — 3 — ^5 •••5 eelui ciu on ol)tieut 

4>(.r) I 

lorsc[ii’on suppose a z=: u, = . ce c[ui donne 

/?? = n|j., M = ( _l_ I y,j. ct F(x;) ), 

en faisanl 

f(z) = — a){z — b) . . . (z ~h). 

Soil alors, comme loiiL a I’licurc, 


11 ( 3 ') = 


‘I>(.r) 


t . 2 , ;i . . . (i. ' 


n,( 3 -) = 




£.2.3...'/’ 


11 (ri- 


Ces noiivcaux poljiiomes auronl encore, ])our leurs coefficienLs, 
des nomlires enliers, el conduiront aux relalions suivantes : 


(A) 


e"-'^ll(3’) — 1 Ii(.t) =ei, 
11 ( 3 ?) — TUC.r) = e^, 


e'*''^ll(.r) — 1I„(’^) = 
en ccrivanL, |)our jdjre^er, 

1.2.3...;/ / r 1. 2. 3 ...;/ 


■ ' / c-=^V(z)dz=z e^cTA-s)- 

£.2.3. . .;/ ./, J 


1.2. 3 , 


dz, 


Cela pose, j’ohserve en premier lieu cpie Si, eo, ... deviennent, 
pour line valeiir suflisainmenL grande de p., plus petits que toiUe 
quanlitd donnee; car, le poljnome /(s) nc ddpassant jamais une 
certaine limile X clans I’inlervalle parcoiiru par la variable, le fac- 


te 11 r 


/l *' ( .3 [!••+• 1 

1.2.3...;/ 


qui iniiltiplie I’exponentielle sous le ^igne 

cl’intc'igration, est constamment infcirieur ^i la qiianlit^ i2~3 jz ^ 

qui a z( 5 ro pour limile. 



nombre entier dans Thypolhese admise a I’egard de 6, 
dies deviendront 

e«P — P, = 
e^P — P2 = S2, 


P - . c 

c r i fi — , 

el la relation supposee 

N e^No-h. . .-H = 0 

donnera facilement celle-ci, 

NP -4- N] P i-h. . •-)- NrtP;j = (NiEi-i-N2£2'+'‘ • N/iE/t), 

doiit le premier membre est essentielleinent entier, le seco 
d’apres ce qui a ete etabli relalivement a E), eo, ... poiiVt 
lorsque p. auginente, devenir plus petit que toute grandeur donr 
On aura done necessairement, a partir d’une certaine valeur d 
et pour toutes les valeurs plus grandes, 


Supposons, 

NP-^N,P,4-...+ N«P„ = 0. 

en consequence, que, p. devenant successiven 

p.-|- 1, 1^+2, 

.. ., a + 7?, Pj se change en P'. , P'] , 

..., P^: 

aura de meme 

NP' -4-NiP', -i-...+ N«p;, =0, 

NP" -f-N,P'( +...+ lN«P; =0, 



NP(«)-h N,P<“iH-. . N„P'«) = 0. 

Ces relations entrainent la condition suivante : 

P Pi 
P' P' 

P" P'i 

P(rt) pm) 

En prouvant done que ce determinant est different de zero 


Pn 

P'n 

P" 

^ fh 

P(«) 


J’observerai dans ce but qu’on pent substituer aux Lermes d’une 
meme ligne horizontale des comblnaisons liiK^aires semblables 
pour loutes ces lignes, et que j’indiquerai en consid^rant, par 
exemple, la premiere. Elle consistc a remplacer respectivement P, 
P,, Po, P„_,, P« par P— e'«P,, e-«P, — e-*Po, 

e~^P„_, — C'^Pn, e~'^ P,i; il est alors aise de voir que, si Ton mul- 
tiplie Loutes ces quantiles par i.2.3...p., elles deviennent preci- 
sement les int^grales 

f c-=fV-{z)dz, f e-^fV-iz)dz, 
jf e-^fViz)dz, ^ e--f\^{z)dz. 


MainlenanL les autres lignes se d^duisentdc celle-la par le cban- 
gement de p. en p+i, p. H- 2 , p-H-/?, et le ddtermmant 

transform^ sur lequelnous aliens raisonner est le suivant : 



f e-^p-{^)dz, 
^ 0 

r e-^/V-{z) dz, 

^ ft 

, ( e~^fV‘{z)dz 

dh 



r 

00 

A = 


1 e-~^/V--'-^{z) dz, ... 

’ ^ft 

> / 2-^f\h^^{z)dz 

dh 


f c-^f\‘-'^''‘{z)dz^ 
do 

1 e-^f \>'-^>^{z) dz, . . . 

d a 

, / e-^fV-+>^{z)dz 

dh 


V. Nous devons supposer, comme on I’a vu pr^eddemment, 
que p. est un grand nombre ; e’est ce qui conduit k determiner, au 
moyen de la belle methode donn^e par Laplace {De V integration 
par approximation des diffireniielles qui renferment des fac- 
tears 6lev6s dde grandes puissances dans la TMorie analytique 
des Probabilites, p. 88), I’expression asymptotique des inte- 


qiie les iioniDres eniiers a, o, . , n soienc lous posiuib ei rungc.s 
par ordre croissant de grandeur, de sorie que, dans chaque inlt;- 
grale, la fonction qui s’annule aux limites, ne ])rescnU:, 

dans I'intervalle, qii’un seul maximum, je considererai en pre- 
mier lieu I’equation 


dont dependent tons ces maxima: Or on sail que ses racines sent 
r^elles et comprises, la premiere z^ entre zero et a, la seconcle z-i 
entre a et et ainsi de suite, la plus grande etant superieurc 
a h. Envisagees comme fonctions de u, il est ais6 de voir qii’clles 
croissent lorscjue p. augmente, et cju’en ddsignant par /?, 
les racines de I’equation derivee /'{z;) = o, I’angces par ordre 


croissant de grandeur, 


on aura. 


si Ton neglige 


t 




/(P) 




52 = 9 + 


I /(g) 


L Illl 


et, en dernier lieu, 

"w-t-l = ( /I H- J ) (X -+- 


6 4- A 

n -4- I 


une appi'oximation plus grande n’etant pas alors neccssaire. Ccla 
"pos^, si Ton ecrit pour un instant 


o(z) = 


f(^) 


les valeurs cherchiees seront 




mais ces quantiles se simplifient, comme on va le voir. 

Gonsiderant la premiere pour fixer les iddes, j’observe que nous 
avons 


z>\ — p H- 


1 liEl 

fipy 


en negligeant scalement — • Par consequent, si I’on pose 


/(-,)=/(/!)( 


H H r . 


puis d’une maniere analogue 



on aura cl’abord 

fHz,) =fv-{p)(\ -i- 

\ I'*' / 

et I’on en tire aisdinent 

0 (Zi )=/«(/)) cp(/?)(|n- I H- ^ 

Ainsi, en negligeant seulement des quantiles infmiment petiles 
par rapport an lerme couservd, nous pouvons ecrire 

et I’on aura de meme 

f e-=‘p-{z)dz-\J ^ e-'ifV-{(j)^{q), 

9 ' ff r I 


^ e~--fV-{z)dz ^^e--'<fV-{s)<^{s). 

/ «0 

e~^ dz est d’une forme ana- 

' 

lytique dill’drente, en raison de la valeur = (n -l- i)[jl qui 
devienl infmie avec p. Pour y parvenir, je developperai, suivant 
les puissances descendantes de la variable, I’expression 


en negligeant les termes en 


iog/(^) = (/i-l-Ologa, logcp^ = log 


ce qui permet d’dcrire 


i/r^ '4“ 1 


= log 


dn 


log[e--/lJ-(3) 9(-3)] = (n[JH-|JL+i)log 2 — 3 — |log(n -h i). 

Apres avoir substitue la valeur de iJ/z+i , une reduction fa 
nous donnera, en faisant, pour abr^ger, 

O(fjL) = (n|jL -+- [X -H [) log(/i -+- I) [Ji — (n -H i) [i. — 2 l 0 n( ^ 0 i 


cette expression semblable a celle des integrales eul6riennei 
premiere espece 


f e--fV-{z)dz = 

'■'ll 



Maiutenant on va voir comment les resiiltats ainsi obtenus 
duisent ais^ment a la valeur du determinant A. 

VI. J’effectuerai d’abord une premiere simplification en sii| 
rnant, dans les termes de la ligne horizontale de rang i, lo 

teur ^ i ’ seconde, en divisant tons les termes il 

inline colonne verticale par le premier d’entre eux. Le nou 
determinant ainsi obtenu, si Ton fait, pour abreger, 

P=/(p), Q=/(^), .... S=/(s). 


sera evidemment 

I I ( I I 


p 

Q 

s 

gO(tJ.4-l)— 0([J.) 

p2 




p/i 

Qm 

S" 



Or, on voit que p. ne figure plus que dans une colonne, da 
termes croissent d’une telle maniere que le dernier 
infiniment plus grand que tons les autres. Nous avons, en 

9(|X 4- i) = 6([x) 4- ie'([x) 4- ^0"(P) +. . • 

= 6{[x)4-i - 4-(/l4-l) log(n4- l)(J. 

L P 




2 ' 


• • > 


cl’ou 

e0(ij.+j)-0(p.) = [(;i _j_i)jjt]i(«+i). 

En ne conser\'iint done dans le delernilnanl que le Lerme cn [j. dc 
I’ordre le plus eleve, il se rediiiL simpleinenL a celle expression 

I I 

P Q 

[(n + P‘^ Q2 

p/i — 1 Q« 

11 en resuUe (ju’on ne pent, en j^dnei’al, admelLre que le 
delerininanL propose A s’annulc, ear les quanlites P = f{p)i 
Q = /(^), . . foncLions entieres seinblables des raeines ... 

de l’ec|Lialion dc^invde f’{x) — o, scronL, eoinine ecs raeines, difl‘(^- 
renles eiiLre elles. C’esL ec qu’il fallail, ^Lablir poiii' deinonlrer 
l’iinpossibilil(5 de loute relation de la forme 

N -t- 6 «Ni-+- e^Na-f-. . e>^^n — o, 

et arriver ainsi a prouver quo le nombre e ne pent litre vacine 
(Vane equation algebrique de degre quelconque d coefficients 
entiers. 

Mais line autre voie eonduira a une seconde di^monstration plus 
rig'oureuse; on peut, cn cITet, comine on va le voir, dtendre aux 
fractions rati onnel les 

le mode de formation des rdduites donnd par la tbdorie des frac- 
tions continues,’ cl par la meltre plus compldtement en dvidence 
le caracldre arilbmdtique d’une irralionnelle non algdbrique. Dans 
cet ordre d’idees, M. Liouville a ddjti obtenu un thdordme remar- 
quable qui est I’objet de son travail inliluld : Sur des classes tries 
etendues de quantites dont leu valeur n^est ni algebrique, ni 
II. — in. ir 


S 

S2 

-1 


peilerai aiissi que 1 nuislrc gcomclre a demontrele premier la pro- 
position qui estlc sujet cle ces recherclies })Our les cas de Pequa- 
lion du second degre et de I’equaLion Ijicarree \^NoLe sur t'irra- 
tionnalite du nombre e [Journal de Mathematiques^ t. 
p. 192)]. Sous le point de vuc auqucl je me suis place, void la 
liremierc proposition a dtablir : 


VII. Solent. F(o), F|(:j), I’\24.i(-) les polyiiomes dedidts 

de I ’expression 

— a — fjp;. . ,(z — h 


lorsqu’on attribue aux exposants p., p-u • • - 5 p-/o /? + 2 systbrncs 
differents de valeurs entieres et positives. En representant, eii 

general, par j les fractions convergentes vers les exponen- 


tielles, qui correspondent d V an quelconqae d'entre eax F/;( 3), 
on pourra ioiijours determiner les quantites A, B, G, L 
par les equations suivantes : 


A 4 > (.r) -H Btl>' {x) 4 - G'Ijs . .4- (■«■) = 

Atl>i(.r) 4- (a;) 4- C'I’f (a^) 4-. . . f.r) = 0, 


+ G‘I>,y(a-) 4-. . .-1- {t) ■=. 0. 

Mais, au lieu de conclure cle telles relations ties polynomi^s 
supposes connus, notre objet est de les obtenir directeineul 
et a priori; je vais etablir poiir cela C[u’il existc, enlrc les inle- 
grales indefinies 

j' {z) dz, ^ x{z) dz., ^ 

nne equation de la forme 

J J'e'=^¥x{z)dz~\-... 

^ ^e~^^Fn-i.i(z)dz —e~zxQ(^^p . 


poljtiomc entier divisible par_/'(^). Si i'on fail, en effet, 


on aura 




F/.(^-) , n(-) 

or X- 


x'^ 



^ 6 F ( 5 ) llz —1— lib ^ 6 F 1 ( ^ j clz — i— . . . -i- 4^ ^ C I' /j-f-i ( 2 
— — c '■■*’[ ^'U-l' ( - ) ■+■ lib J'l (^) -4- . . . -I- (.^ jj, 


I . lib S J' 

et il esL clair que les rapports ' ' ' ’ pourront etre dealer- 

mines, et crime seiile manierc, par la condition supposee f|ue le 
poljnome 

0 ( - ) = — [ Jlo o'f ( 3 ) -+■ lib 3^1 ( 5 ) -r- . . . -I- -H 1 ( -2 )J 


contieiinc com me facteur 


J'i ^ ) — 3(3 ' — • ( z — — j . ( z — ^0 * 


Nous conclurons dc la en prenant les integrales entre Ics liinite 
3 = o et 3 = rt, par exemple, 


cdo 




-h lib f 
^ 0 



g~zx Fi( 3 ) dz , 
e^^*F„,H(3)e/3 



Mainlenant, les relations 



F(3) dz 


Fi(3) dz 


^ctiv ^ 

(x) — 

^ Ct SC' ^ 


donneront, en dgalant siipardmenl a zdro le terme alg^brique et le 
coefficient de I’exponentielle si Ton fait, pour abri^ger. 


inlograles z = b, c, . . h, 

A ‘I >2 (a:) -{- B'l’.Ua-) L4>','+' {cc) = o, 

* 

-h. . .-H (cc) = 0, 

et il est aise de voir que les coefficients A, B, , . L pourronl cli't! 
supposes des poljnomes en tiers cn x. L’integraie 


r — i)'" dz, 

•^0 


qui figure dans la relation precedemment consideree (p. io4)) 

^2m-M gx /• * 

e^U(x) — Il|(a7)= 7 / e-^'^’z"‘(z — j)"' dz, 

nous servira d’abord d’exemple, 

Vi II. Dans ce cas facile, ou I’on a siinplemenl 

f(z}=zZ{Z — l), 

je parlirai, en supposant 

0(^) = xf'n+i(z) (7n-}-\)f>»(z)f'{z), 

de I’identite suivante : 

rf[e--*0(3)l ^ 

— =e-^^[e (z)~x&(z)] 

= e--^[— x^f'n+i (s) + ( + , ) f»>(z)f"(z ) 

et j’observerai que 

f'^{z) = 4^'-- 4^ + 1 = 4/(-) + 1, f(z) = 2 , 
cc qui permet de I’dcrire ainsi : 

4- (2 m + i)(2m + 2)/'«(^) -+- 7?i(«n- z i I 



e--^Q(z)= — e---’^f"^-^'-(z)dz-+-{‘ 3 .rn-\-i)( 2 rn-\- 2 ) j' dz 

-t-/?i(mH-i) J" e^^^'f'>^-^{z)dz, 

et ensuite, si nous prenoas pour llinltes :; = o et ; = i, 

X- f dz =i {ini \){‘irn-\--x) f e j) c/a 

•^0 

-h m ( /?? H- i ) j' Q-zxjm-i (^z) dz. 


Soil malnlenant 


= / z'>Hz — \)"^ dz, 


eL cetie relation deviendra 


S/M+l = (4''*' ”t~ 

C’esL le r^sultat auquel nous voullons parvenir; ea j supposanl 
saccessi\'ement m = r, 2 , 3, . . ., les dquatioas qu’on en tire 

64= OSiH-iT^Eo, 

$ 3 = lOEj-l- X^Z\y 
E4 = 1 4 £3 + 37 ^ Ea, 


donnent alsdinent la fraction continue 


x^ 


6 H- 


a?2 


10 -f- 




l4 H~ • 


et il suffit d’einployer les valeurs 
Eo = a ? dz — 

t/ft 


£1 = 37*6^ f e-^^z{z —i)dz = e^{% —■ x) — 2 — a?, 


pour relrouver, 
Lanibcrl ( ' ) 


saiif le changement de x en 


e-i- — ( 

-i- I 


X 

X- 

2 -f- 

G H 


lO 


X- 





le resiillal de 


En abordant maintenant le cas g^ndral el me proposanl d’ob- 
lenir, a I’egard des integrales clefinies 



un algorilhine qui permelle de les calculer de proclie en proclie, 
pour toiiles les valeiirs du nombre entier /n, j’inlroduirai, aim de 
rendre les calculs plus sym^lricjues, les modificalions suivanles 
dans les notations prdcddemment adinises. .le ferai 

f{z) = (3— ^o)(^ — ^i)- • 

an lieu de 

f{z) = z{z — a){z — b). . .{z — h), 

de inaniere a considerer le polynome le plus gdndral de degrc 7H- i ! 
designant ensuiie par Z I’une quelconque des quanliL(!’s 
Zjii je raisonnerai sur I’inlcgrale 



qui donnera evidemment touies celles que nous avons en vue, en 
laisaiit5o= o. Cela elant, voici la reinarqiie qui in ’a ouvert la vcuc 
et conduit a la melhode Cjue je vais eicposer. 


(') Memoirc suv quelques propridlds rcmarquables des quantiles U-anscciuliuiles 
circulaii’es eL logarithmiques {Memoires de I’ Academic des Sciences de Berlin, 
ann^e 1761, p, 265). Vair- tnissi la. Note .IV d^es:,Elements de Geometric, dc Le- 
eendrc. n. 288. 



on oblienL 


cl.\ e “ /'"»(' ^ 

^ = e-|>n/- ■(-')/'(-") -/-(3)], 


e-^f>n^) = ni J e-^fn-y^z)f{z)dz- f c-^f> 


''n(z)dz, 


et, par cf)ii.se(|ucnt, 


£ e- =f'iy(z) dz = m j' e- {z)f{z)dz. 


oil encore 


jf e-^f'it{z ) dz ~ m 1^ ^ 




e ~/»‘(z) 




(Iz -}— . . . -f— /)l 




(I’aprcs ]a foriiuil 


■/•'(--) _ _1 
/( Z) z — 


Or ce sonL res nouvelles integralcs 


/•■'■ilViill),,,, .... f-'Lltk 

^ J, - — ->1 ^ — '•/ 


qul donneiiL lieu a un sysLenic de rclalioiis r('ciiiTcnlcs de la forme 


lO) , , , f , 

I dz ^ (oo) I dz 

»y- ^ J ^ ^ — ^0 


, , r'^-e ■-f"dz) , , , r'^e~-p»{z) , 

foi) / — dz {on) / — : dz, 

J . ^ ■^l i/- ■®N 




/V"-l-l (z) 


dz = ( t( 




-j— ( I r j / ■ "■ dz -f- . , • -f- ( 1 /i) j ' ' — dz J 

Z — Zi J Z — Zji 


J" ,h = 






C’est done en operant sur les elements an nombre cle /i + i, 

clans lesf|uels a 6te decomposec I’integralc / e cpie 

nous parvenons a sa determination, an lieu de clierclier, comme 
une analogie naturelle aurait paru rindic|uer, une expression 

lineaire de ^ (c) au mojen de 

j'e-^f"dz)clz, J'e-=^f"‘-^^(z)dz, ^ e (z) ds. 

**0 ^0 ^0 

Mais soit, d’une maniere plus generale, pour des valeurs en- 
tieres cj[uelconques des exposants, 

1 ^ ( 5 ) = — . 3 o)!^-o {z — Z\ ... (5 — z,i ; 

en integrant les deux membres de I’identile 
d[e-^ F(-3)] 


dz 


on aura 


d’oii 


= e-[F'(s) — 

e-^¥{z)=z J e-^F'(3) dz— j' e--¥{z)dz, 
J'^ e-^F{z)dz = {z) dz. 


Maintenant la formiile 


^'(-^ ) _ i-*-0 _J_ i-^-l 

F(.3) Z — Zq z — Z^ 


donne la decomposition siiivante, 


jT e-2 F {z) dz= \xo J" 


e-^ F(z) dz 


[^i 


£ 


e-^ F(z) dz 

Z — Z [ 





e-- F(z) dz 


Z Z(i 


cueuLivumuut, ics uiciiieuLs us uscouipobiiiou ue 1 un queiconqiie 
d’entre eux s’expriment eii fonclion liii^aire des quanlites sem- 
blables qui se rapporLeut an ternie precedent, aiiisi ([u’on va le 
ni on tree. 


X. J’etablii'ai pour cela qu’on pent toujours determiner deux 
polynomes entiers de degre /?, ^(s) et 0 |(:j), tels qu’on ait, en 
designant par I’une des racines 3|, la relation sui- 

vante : 


/ 


e~-^¥(z)f{z) 






dz e ■ I ( j ) 6 ( 5 ). 


J A-) 

En eOfet, si, apres avoir diderentie lesdenx inembres, nous mul- 

tiplions par le factenr > il vient 
r f 2 ) 


/(-g) 




Oi'iJ\z) etant divisible par ^ le premier meiubre de cette 
egalite est un polynome entier de degre 2 /i + i ; le second est du 
meme degre, d’apres la supposition adraise a I’dgard de 0(-) 
et et, puisque chacun de ces polynomes renferme ainsi 

n-\-i coeffieients indeterinines, on a blen le nombre necessaire 
egal a 2 AI+ 2 de constantes arbitraires pour elTecluer I’identifi- 
cation. Ce point etabli, j’observe qu’en supposant z — zi la frac-' 

tion ralionnelle -■ pour valeur p./ on a, par con- 

sequent, ces conditions 

0l(Su) = (i.0 /'(2o )e(2o ), 

0,(z,) = |ai/'(zi )0(5, ), 


qui permettent, par la formule d’interpolation, de calculer imme- 
diateinent 0i(^), lorsc|ue 0(^) sera connu.'Nous avons de cette 


reprends la relation proposee, eii divisaiiL les deux nieml)i’ 
par ce {|ui domic 


r _i^n 


)-eUz), 


ct je remarque qiie, la A*action - 1-^ n’ayaiiL pas de parlie enliei 

T i 


on esL amend .i cette consequence, que le polynonie clierchd d( 
«Ure lei que la parlie enllere de I'expi’ession 




e(;;) — e'l-j 


soil cgale au quolient C’est ce qui condiiil aisemeiiL a 

dclermiiialioii de ©(^). Soil d'abord, a cel ell'el, . 

f{z)= ^"-'-1 -s- piZ" -+- Pi C"-’ 
ce qui donnera 
/(-) 




Z"-ht 

-^Pl 


1 -i- 

-^Pll 


-r Pi 


oil pin lot 


Ph' 


f(z') 


en ecrivant, pour abreger, 

K.i = P\ + />2 X,^~' -1- • • • -I- Pi- 


Soil 


encore 


0( «) = aoZ«-f- ai5«-' H- 


el cleveloppons lafonclion suivantles puissances descenda 


]l vifindra ainsi, en posant .?/= -f- p., + p-a c!, H- . . . + p.^ 

F'fs) So ^ Si s, 

VTT) i'*---’ 


et, par coiiscc|aenL, 


F7-) 

e(^) = aoS„c"- i-t- ai^u 

I ) 

H- ao s I 


-+- Ot.jSo 

H- Oti^i 
T- UoSo 


— 3 _|_ _ 


Les equalions en a, , a^, . . ., auxquelles nous somiiics ainene 
par I’idenlilicalion, sonL done 

I = ap, _ 

— ^o('SoH~ fl)‘> 

^2 = a, — «! (sq-H « — ]) — aoSi, 
w;) = C4;) A’o -H //, ‘X j Ot] i’l i’o, 


Elies donneiiL 
ao = I , 

ai = Cl “I" A'o ■+■ /i' 

a._j = ^2 -i- ( Sq h- h — I ) C 1 ( S\j -I " II ) (so-^ II — 1 ) ■+• s 1 , 


eL luonLrenL qiie a.Q, ai, ao, ... sont dcs pol_)nonies en t ayant 
pour coefficients des fonclions enllercs et a coefficients entiers 
de 5p, 5i, S 2 , ... et par suite des racines JZ(,, .s,, s,/. On voit 

de plus que ai est un polynoine dc degre i dans lequel le coeffi- 
cient de est egal a J’unild; ainsi, en posant pour plus de clarld 

a,= 0/(C), 

et dcrivant ddsonnais 0(.3, Q au lieu de 0(5), afin de metlre t en 
evidence, nous aurons 

0(5, C) = 5"-l- 0i 62(05'^“^-}-. . .-I- 0,t(C). 

De la resulte, pour le polynoine 0| ( 5 ), la formule 

0|(5) _ H.O0(5o, C) 0(51,0 Kne(5„., C) 


les limiles So el Z dans la relalion 


/ 


e-~¥(z)f{z) ^ J e--¥{z)^,iz) 


/(--) 


clz-e-^¥{z)Q{z), 


ce qiii cloniie 


I 


e~=¥ (z)f(z) 


=r 


e-= F(-)t)if-) 


/( = ) 


= |-i()B(-u, K) / 1 — 

~’0 

c/. 


\X,1 0 (- 3 ,;, C) 


r- e-~¥{z) 

’>1 ^ 


dz. 


C’est surtout dans le cas ou I’on siip[)ose 


[^0 = |J.1 = . . . = 11„= rn, 


que nous ferons usage de celte Equation; si I’on fait alors 

/n&{zi’, z/,) = ( i70, 


et qu’on prenne ^ successivement egal a x;,,, on en c(i 

clut, comme on voit, les relations precedemment enoiicces, Cj 
resultent de celle-ci, 



e-^fn+i{z) 

Z — Zi 


dz = 



dz 



pour 1 = 0, I, 2, n. Je resterai encore cependant dans Ic 
general pour ^tablir la proposition suivante : 


X. Soient A el 8 les determinants 

e(iro, Soj 0 (^ 1 , 5o) ... 0( Zni So ) 

0(.So, ^,) 0(z,,;S, ) ... Q{Zn,Zi) 


0 ('.»O> ^n) • ■ . S/j ) 


1 I ... 1 

'••0 -"I • • • "/I 

'’0 '’I • • • "/■( ' 

- ». ~ll -II 

-“0 '’1 • • • --/I 

je dis qid on a 

A = 5^ 

EfTecli veiiienl, I’expression de (")(a, '^) sons la forme 

monlre que A est le prod nil des deux detcrininanls 


cl 



I I ... I 


o,(=0 

0.(4:,) ... 

0. ( •3/( ) 

Oj (ijo ) 

02 ( 4 : 1 ) ... 

02(^0 

0/i ( "0 ) 

0//(4;,) ... 

0// ( 4:,j) 


Mais 0/(^^) ^tanl un polynome en dn degrd i seulemcnL, de 
sorle qu’ou pent faire 

0/(0 ~ ■+■ S ^ -h . . . j 


ccUc secondc quanlitd, d’apres Jes ihdor^mcs connus, se reduil 
simplemcnl a la premiere, el I’on a bi.en, comnie nous voidions 
I’elablir, 

A = S*. 

Celapose, soienl 


. — ! — 


I 


e-~f"‘{z)dz = ni 1'^ 






r e-\f"^{z) , 

m I — = a- 

J, -2 — -"/i 


devicndra plus siniplemenL 


et celle-ci, 


f 


g-z j'm+\ ( jT ) 


dz — m 6( ■ 


ni 8(zi 




e--/'"{z} 


dz 


e-- /'« iz) . 

■' dz^. . . 


® ( -^/i 1 O ^ 


— 


e~=f"‘(z) 


dz, 


en supposant successivement 5^ = ;3u, j,, . z,,^ nous doiinera la 
subsLitiition suivante, que je designerai par S/„, a savoir 

= ® (--0. -0 0(-3i, 3o )e/,j + . . . Zo )elj, , 

‘//l + l “ QC-^Oi "1 )^”i “5“ 0 (-Si , S[ ) -t- . . . -i- S( Z//. )£'///■ 


^/5i+l — 0(so, Srt )£{5 i + 0 (-Si , H- . . . -H y ( ZJ^ ) . 


Si Ton compose maintenant de proche S,, So, . S„j_|, on 

eii dcduira les expressions de s®,, en s',’, sj, . . ., s',', (pit* 

je repr^senterai ainsi : 

= ^ 0 £ 1 + Ai £* + . . . -H e” , 

^/ii = Bu £*] -f- B 1 £ I . -J- B„ e" , 


dm — Lo £ 1 -+- Li £ ' -I- . . . -T- L„ £ J , 

etle determinant de cette nouvelle substitution, etant egal au pro- 
duit des determinants des substitutions composantes, sera 
II nous reste encore a remplacer e®, e], z'\ par leurs valeurs 

pour avoir les expressions des quantites sous la forme ap[)r(j- 
priee a notre objet. Ges valeurs s’obtiennent facilement, commo 
on va voir. 


en su()posanl 



Fi z) r /3 = — c - s j, 


c’est-a-dire 



h'( G) = ^ ^2 

-i-fi 

J ’-2 


11 est aisc cle voir alors que ^(z) devienl une ex|)i’ession entlero 
en 5 et u, enlierejiient senililable a C)i de sortc que, si on la 
desig-ne par<I>(^:;, v)-, on a 

C) = l- O, ( a C" ■ 1 -i- 'f2(r )^"-2 -i-. . . cp„ ), 

(p/(^) elanL an polynoiuc en 'C dc degre i, dans lequel le cocfficienl 
de esLl’anile. Ainsi I’on ohtienl, en parlieiilici', 

?l (0 = b 

Oofu) — w’-l- ( /)| f> — I ) w -f“ Pi -|— ( /I — 1 ) /^ 1 ~t~ /! ( a — 1 )) 


eL Paiialogie dc forme avec w) monlrc quo Ic delerniinaul 

‘l’(^Ul-o) ••• 

) ct.f-,,-, ) ... 

-^/v) 'I' ( -^1 1 -3/; ••• 

est encore egal a o-. Cola pose, nous lirons de la relation 

nzo, C) - ^t(Z, O. 

en SLipposant s == :;/, la valeur cliercli^e 

Or, voici les expressions des quanlitds qiii en r^sultenl. 
Soient 

(JU = Ao 4’ ( ^) '"0 ) ”t~ -^1 *1’ ( Z, ) •+• ... -4- A/j •!>(/, 5/1 )., 

Til) = Bo So) -H- Bi <I>(Z, s, ) H-. . .-4- B„ «T>(Z, z„). 




oj • • • : - 


lilies pour Z = ::o ; on aura 

E«„= e-“oA.o— e"Z=.l., 

E/h = lIliQ — 

'I 

Dans ces forniules, Z dcsigne I’line quelconque cles quanULcs 
Co, . , c« ; maintenant, si nous voulons mettre en dvidenci 
resulLat correspondanl a Z = c/f, nous conviendrons, en onlrc, 
represcnter, d’line part, par ill)/,, . . -^;i -5 eL de Taulre pur 
Y,|, les valeurs qne prennent, dans ce cas, les coefficieiUs 

il'o, ..., et les quantiles On obtient aiiisi 

equations 

r, /. = e--o clijo — e cAo/,-, 
r,/|. = e~ -0 illio — e-~i' 

r/l.- e--o4^o— 

qui vont nous conduirc a la seconde demonstration que 
annoncee de I’impossibilite d’une relation de la forme 

^■“0 No — H- ^'^0 N j c**” N fi = Oj 

les exposanls Cq, c,', c,j eiant supposes enliers, ainsi (jiu 
coefficients No, N,, ..., N«. 

Xlll. Je dis en premier lieu que e'„ pent devenir plus pclil 
touie qiiantite donnee, pour une valeur suffisamment grande d 
Effectivement, I’exponeniielle e“- 6tant toujours positive, o 
comme on salt, 

f e-^F{z)dz = ¥a) f\-^dz = Fa){e--o—e--^^), 

F(c) etant une fonction quelconque et ^ une quantite com 
entre les 11ml tes et Z de I’int^grale. Or, en supposant 

P>‘(z) 


qai met en evidence la propri<5Le enoncee. Cela pose, je Lire des 
equations 

'/]“ = e~-<iA->o — e'-icllfli, 

7)2 = e'^OisAoo e~"Jclln2, 

? 

7)/] ^ G '*'• tJ\i)Q 

la relation suivante, 


e!=i7)'J NiH- ^ e2«7)“ N,i 

= e--o(e3,NiH- e2»N2-t-. . .-l- e=» 

— ( t\ii 1 N 1 -H ijtaj Na -1- . . . -f- cAb/j N ) . 

Si Ton introduit la condition 

e~a Nil -h e-i Ni -1- . , . -1- e-<<- N,j = o, 

elle dcvient 

e^rr ^ » N I -I- e=a ri\ NjH-. . .-1- e~.tr,') 

— — ( eAo ,) 0 oAi) I N I -H . . . -f- qA» /i N /, ) . 

Or, en siipposanl que 5,, . . Zn soient entiers, il en esL dc 
ni^me des quantitc^s 5 a), sa), et, par consequent, 

de JUo, Jloi, . . cAfl/y. Nous avons done un nombre enlier 

JluO Nq-I- aAinNi-|-...-l- tJU/y N/, , 

qui decroit ind(ifuiiment avec -/il, lorsque m aug- 

mente; il en resulte que, a partir d’une certainc valeur de /??, et 
pour toiUes les valeurs plus grandes, on aura 

<A>o No-t- aHoiNi-f-. , .4- (JId/, N yi = o, 

et, comme on obtient pareillement les conditions 

'tll’o No -I- 'll')! N 1 4- ... 4- 'llbnN/j — 0, 

* • • * * 

-l^oNo4~-lli Ni4-...4--l^rtN;i = 0, 


la relation 



A = 


dloft cAsi . . • e.\o/j 

Hl>i . . . 

•vO • • • "C" 


doit necessairement ^tre nul. Mais, d’apres les expressions drs 
quantitds Jlo/f, . . 


terminants 


et 


A, A est le 

produit de ces 

Ao Ai 



Bo B, .. 

. B„ 


Lo Bi 



^(^1, -So) 

... 

^{Zi,Zi) 

... ) 

' Z/i) 

. , . fl>( Z,i ) 


dont le premier a pour valeur el le second 8*. On a doin' 

^ et il est ainsi ddinontre, d’une maniere enliercMunil 

rigoureuse, que la relation supposee est impossible, et quo, par 
suite, le nombre e n’est point compris dans les irrationnelles algr 
briques. 


XIV, 11 ne sera pas inutile de donner quelques exemjiles do 
mode d’approximation des quantiles auquel nous avons eld ('nii 
duits, et je considdrerai d’abord le cas le plus simple, ou Tiiu 
ne consid^re que la seule exponentielle e'^. En faisant abu' 
f [z) ~ z(^z — x), nous aurons 



e-^z"^{z — x)"^ dz 


X 

Q-ZzUl-l (^z — x)"^ 


X 

e-zz’"-{z — x)>'‘-^ 


dz, 


dz. 


el 



0 ^ ) ■= z — x, 

(I’ou 

0 ( o, 0 ) = 2 /« -f- I — X, 0 (^, O ) = 2 m-f- I , 

0( o, X ) — 2«n- I, ^(^5 a?) = xm -t- 1 -H X, 

et, par consequent^ ces relations 

£/«+ 1 = ( 2 /n -H I — a?) £?„ H- ( 2 m -h i ) e},, , 

£/«+ 1 = ( 2 /n -I- I ) e»i -I- ( 2 ni -f- i -i- a- ) z},, . 

J’observerai maintenant qu’il vient, en retranchant ineinbre a 
membre, 

^}n)y 

de sorle que, ay ant 

-+- -/«, 

on en conclut 

“//i+i ®/«+i ~ 

Joignons a celte equation la suivanle : 

^/b+i •+• ^m+l — ^//t-i-1 ; 

nous en decluirons les valeurs 

El,; I-I -t- .TE,,, I • a’S,,; 


et, si Ton y change /n en >n — i, unc sini|)le substilution, par 
exemple, dans la relation. 

£?;;.+ 1 = ( 2 /y? -4- I — 3? ) eJlt -H ( 2 /n -1- 1 ) e;„ , 

donnera le resultat preoedeniinent obtenu (p. ]()5), 

~ {t\ Vl 2) £/«-+- 37* • 


Solent, en second lieu, 

n — 2 , -So = 0 , Si = I , 


\i — 2 , 


d’oii 


J\z) = s(s - l)(3 — 2 ) = s3- 3s*-|- 2 s; 


on trouvera 



B(o,o) = g/»--f- 3 ;?n- I, 6(o, Gm, 0 (o, 2) = g 

B(i,()) = 9m2-4-6«n- I, 0(i, i) = 9;«2-f- gni-+-i, Q{i,o.) = 

B(2,o) = 9/«--i-9/?i + 3 , 0(2, i) = r)/?r--t-ri/?n- 4 , = 9/?i--f-i5/?n- 7. 

Rii parliculier, poiu' /?^ = i, nous aiirons 

£§ = iSe^i ■+• iGe} -+- 21 sf , 
eA = rls” -1- ige} -t- 25 ej, 

£5 = igsl -)-2^ £{ -t- 3 i £f ; 

rrailleurs il vient facilemenl 

^(z,i)=z^--^a-i)z + iK~^y\ 

cc qui donne 

£0 = 1 — e-Z(Z-i— Z-t-i), 

eJ = — fi— ^Z®, 

e2 = i-e-Z(Z2-t-Z + i); 

on en conclut 

£0 = 34 — e-Z( 5 oZ 2 + 8 Z-I- 34 ), 

£1 = 40 — e-^qagZ^-H loZ -+- 40), 

£5 = 5 o — e-Z( 74Z2 h- 12Z -f- 5 o). 


De la resulte que 

£( = £^ - 4 - e} B- e| = 2 — ( 3 Z^ B- 2 ), 

£2= £? B- eJ B- e| = 124 — e“^'(i 83 Z 2 -H 3 oZ b- 1*24 ) ; 


et, si I’on fait successivement Z = i , Z=2, Texpression dc s, 
fournit Jes valeurs approch^es 





i4 

2 


el I’eiipression de tn les suivantes : 


337 

124' 


e2 = 


giG 

124 


oil I’erueur ne porte que sur les dix-milliemes. En supposanl on- 



£0 = /,‘UgH-49£-l-+- 57e|, 

£;| = H- 55 £^ -!- 6455, 

£^ = 55£5-h63£|h-73£1, 

nous obtiendroiis 

£ !] = Ga-i — e-’- ( 9‘i:)<),Z2 1 5 1 § z + 6272 ), 
= 7 o 32 — e-''''(i() 38 i Z-h- 1702Z 7 o 3 ‘ 2 ), 

tl = 8 o 4 o — 1869Z- -t- 19IGZ H- So/jo), 

(I’oii 

£3 = 21344 — e~^(3i5o9Z2-i- ;)iG6Z -f- 2i344), 


eL, par suite, 


1^7712 

21344 21344 


I’crreur |)orLanL sur Ics cUx-millioniemes. 


(') Dans Ic lexie (rHcrmite, 011 irouve an dernier icrme dii second mcmliic 
(Ic la troisieme ligne le coefficient 75. M. Bourget, cn rcfaisanl les calcnls, a 
irouvd Ic coefficient 73; ccLtc rcotiiication a amend des modificalions as.scz iinpor- 
Lantes dans Ics valcurs dc e ct dc e^, (|onL I’approxiination monte, dc cc fail, mix 
dix-millionicmes. li. P. 



EXTllAIT D’UiNE LETTRE DE M. Ch. HERMITE 


SUR LMNTEGRALE 


Noiivellc Correspondance matheniatique, t. I, 187/1, P* 33 - 35 . 


Pennetfez-moi de vous adresser une seconde determinaLioii dc 
rinte^rale de Poisson 


n 


sin-.r 


I — y.a cos.r a’^ 


dec, 


qui ollVe {’application la plus importante du iheoreme de M. Lion- 
ville, donl vous avez donn^ la demonstration. 

Soil, ])oiir abreger, 

sin-a” 


/(^) = 


I — -2. a cos a? -f- a- 


Je designe par £ une constante telle cjue la serie 

£/( .r ) -f- z- f-{x) -I-. . .-H e"‘/"‘(a?) 


soit eonvergenle : elle aura pour somme 

e/C/g) . 

ce qui conduit a cherclier la valeur de I’iiitegrale 

z f(x) dec 

Jo 


dont il suffira ensuile d’effectuer le developpement en serie, stii 
vant les puissances croissantes de £. Or, en faisant pour un inu 



incnt cos a; = z, la decomposition en fractions simples de la fraction 
rationnelle 

_ e(i — -5^) 

I — zj\x) I — 'laz a- — 2 ( I — Z-) 

doniie imraediaiement le r^snltat; car, cn dcrivant 

z( \ — ) G II 

= — I 1 _ , 

1 — a -1- a - — &( [ — z -) g — h — z 


voiis voyez c|ae nous sommes ramenes a I’inlegcale connue 

dx t: 


I ^ 


COS^- 

Cela pose, on obtient, en rdsolvant I’^quation da second degr6 
I — iaz -¥■ — £(i — = o, 

a — v/( I — £ ) ( f - — e ) 


a -h v /'( \ z) {a'^ — t) 


h = 


On a ensuile 


f ,, //-—I 

(} = e II=e-; 

— A h — g 


\/g^ — i =■ ± 


a \/ 1 — e — \/a^ 


sj h- — I = 


-I- 


: y/ 1 — e -+- s/ a^- 


comme il est facile de le v^rilier en elevant les deux membres au 
carr^. Mais il est necessaire, avant d ’employer ces formules, de 
cholsir les signes ± dc mani^re que les radicaux aient bien les 
determinations qui leur conviennent dans les relations 

dx TC dx _ TZ 

g— cos X ““ y/^s— r ’ Jo h~cosx ~ y/^niT’ 

Revenant, a cet ellet, la condition de convergence de la sdrie 
j’observe que le maximum de /(x) est I’unite pour 
<7 < I, et ~ pour > I ; on doit done supposer e <; i dans le pre- 
mier cas et £ <C a- dans le second, de raaniere avoir e/(^) <! i , 
pour toutes les valeiirs de la variable. De I’indgalitd i — ey‘(ar)>>o, 
resulte que l’6quatlon 



loujuiirs supposer " ec ii reeis, eii pienaiii uans les ucux. cas, ci; 
(|iii esL permis, s moiiidre que la plus petite des quantiles t ct 


iilVectivement le radical i — — 0 sera reel, et, si I’ou 

admet que a soil positif ainsi que e, I’equation 


) — -xaz-^- a- — i ( I 


fait voir que les racines scronl, Tune et I’aulre, positives. Dc la 
resulte que, dans les relations precedentes. 


i: 


dec 


r ^ dx __ X 
J h — cosa7 ” Jh'i— 1 


g—COSX Jo — COSa 7 

les radicaux ont le signe -h; par suite, on doit prendre 
, — : aJ \ — £ — J (d - — E 

’ 

c. 

si I’on suppose i ; et 


1 = 


J a- — e — a\J \ — & 


dans le cas de a >» i . Ayant toujours d’ailleurs 


yZ/t^ — I = 


a\J \ — e -H y/ • 


on obtient, dans le premier cas, 
ZEyn-xdx 

0 I— 


cos a; -I- a- — e sin-a? 


^[- H-(I — £) - j, 


et, dans le second, 


r_ 

E sin2.7 

: dx / 



L 

— 2a cos a; -f- 

.) ' .) *'■ * 1 * 

a- — esm-a: L \ 

_ 

a^J 



Vous voyez que cesformulesdonnentbienleresultatde Poisson, 
en faisant usage du ddveloppement 


(l— £) 2 _ J _ 

2 


I 1 .3 


H ;e 24 _. 

2.4 


1 . 3 • 5 . . . ( 2 — I ) 

2 . 4 . 6 . . . 2 


EXTRAIT 

D tINK 

LETTRE DE M. Ch. HERMITE A M. RORCHARDT, 
SUR lA 

TRANSFORMATION J)ES FORMES QUADRATIOUES 

TERNAIRES EN ELLES-MfiMES. 

Journal cle Crelle, l. 78, 1874, p. 325-328. 


Permeliez-moi de repoiidrc a line objeclioii ires fondee qul u 
el^ faite par M. P. Bachmann , a inos formules [lour la iraesfor- 
matioii des formes cjiiadraliques lernalres cn elles-indmes, dans 
son tz’avail inlitule : Untei'nuchungen uber rjuadratische For- 
men, Lome LXXVl de votre journal, paj^eSSi. E’analyse indirecle 
dont j’ai fait usage ne pvouve pas en elfel qu’clies coni|)reiinenU 
sans aiicunc exceplion, toutes les sulzstltii Lions qui reproduisent 
line (brme donnee ; or un point oiissi essentiel deinande ^ btre 
completement dclairci, et c’e.st ce que jc vals essayer de I’aire. 
•Ddsignant la forme proposee par f{x,y, z)^ et posant la condition 

=/(A, Y, Z), 


je !’(5ci’is de la manidre suivanle : 


dre 


■y 


a 

dy 


^ dz'' dX 


df , ™ dj 


d\ 


dZ' 


on pour abrbger 





Voiis voyez qiie des expressions de y, z en X, V, Z resulle 
roni pour ces dlverses quanliles des fonclions lineaires dc cc 
trois indelerininees, lelles qu’on ait identiquemenL 

UU'-I- VV'-h WW'= 0. 

Cherchons ces fonctions, el pour cela consid^rons un premie 
cas dans lequel nous supposerons qu’il soil possil)le d’ohlen 
inversement X, Y, Z en U, V, W. 11 esL clair que U', Y', Y 
seronl alors des quantiles lineaires en U, V, W, ot un calciil I’aci 
donne sur-le-champ, pour la solution de (’equation proposee, l( 
foraiules 

1 U' = vV — [JlW, 

(I) j V' =xw — vU, 

( W'= [JIU —XV, 

oil X, p, V sont des constantes. Or on en tire les relations suivante; 


+ ^ = »X-),Z 

dy d\ 


a savoir 


(H) 


{ r— 


dy 

iL 

dz 

^IL 

dx 


df df 

~~j X -t- V 

dz d\ 


df 

^dZ’ 

v^, 

d^i 

> 


et qui r(5sulteraienL des equations 


U =vV' — [JiW', 
V =X\V' — vU', 
W= — XV'. 


Mais im de mes eleves, M. Tannery ^ agrt^g^ de I’Universile, a fait 
la remarque ingeniense qu’en I'emplagant \ p, v par 4 4 

“ oil ^•(A, p, v) designe la forme adjointe de /(X, p, v), D 

son dcLcrniinanl, et cliangeant X, Y, 7- en — X, — Y, — 7, les 
(Equations (I) donneiit le.s relations (11). 

Sa|)posoiis, cii second lieu, qii’il ne soit pas possible d’exprimer 
X, Y, / en L), V, W; en ddsignanl alors par 9, 9', 9" trols inde- 
tennindes, je |)ro|,ioserai d’lme part 

U = 0. V = 0', W = aO — bO' 

et de I’antre 

U' = AO-i-A'O'-t- A"0", 

V' = BO B'O'-h B"G", 

\V'= CO-f- C'fl'-t- C"0". 


Gela dtant, la condition proposde U U' -f- Y -+- W W' = o donne 
les relations 

A -i-rtC = o, B' — bB'=o, 

A"~haC"=o, B"— 6C"=o 


et 


A' -h B -f- a C — 6 G = 0. 


En rempla^ant cette derniere paries deux suivantes oii c est une 
indeterminde 


B'= 6C', 
B"=: 6C", 


A'= — aC'-hc, 
A" = — aC", 


et il en resulle que 

U' = — o(C0-;- C'0'+ C"0")-h cO'= cV — aW', 
V'= 6(GO-!-G'0 '-i- C" 0") — cO =6\Y'-cU. 


Ayaul ailleurs W=aU — 6V, il esl clair que la nouvelle soiii 
Lion ol.)tenue se dediiit des equations (i) en pcrmutant W eL W' 
Or les rclallons auxquelles elle conduit entre JK, - eL X., Y, Z, 
savolr 


C.X -\r 


dy 


dz 


V 

dS 


df df ^ df 

"-''-“rfS- S = "^-'-“3z 

ax — hy — z = aX — bY — Z, 


dZ' 

iL 

dX' 


se ramenent au type (II) si Ton fait 


car I’eq nation 




V 




1 

V 


XiT H- (JIJK H- V x: = X X H- |JI Y H- V Z 


s’en d^duit comme consequence. 

Il ne reste plus qu’a examiner un dernier cas dans Jequel 0, N 
W dependraient d’une seule ind(itermin^e au lieu de deux, t 
sorte qu’on aurait U = aW, V = (3W, et par consequci 
W'= o. JNous aurons alors les relations 


X — ccz = X — aZ, 
r- 13^ = Y-BZ, 


^ 1 * ^v' r ^i\r ’ 


dy dz 


dX 


dY dZ 


qui en reinplacant a et ^ par ^ donnent les forinules 


a? = X — 
r = Y- 
z —Z — 


a df df 

/(a, dY '^~'^dZ 




/(oc,p,Y)\ dX 
df 


dY^ ^ dZ 


T 


/(“. P) T) \ dX 


0 


til Lion aiiisi obtenue par S, on aura S~' = S, d'ou S- = i . Cette cir- 
eonstance in’avalt fait penser un instant qii’elles constitiieraient 
line exception an type general, nials j’ai ensnitc reinarfjue (pie les 
relations (I) donnant la siiivante : 


^ (If df 


dz fZX. 


iL 

d\ 


fiv 


il suffisait pour les obienir de poser A = av, p. 
infini. Je pense, mon clier ami, avoir ainsi rempli 
presentaient mes anciennes rechercbes. 


d£ 

dZ' 

, puis de faire v 
la lacune epic 



EX TRAIT 


d’une 

LETTRE DE M. Ch. HERMITE A M. BORCHARDT, 

SDR LA 

REDUCTION DES FORMES QUADRATIQUES TERNAIRE! 

Journal de Crelle^ t. 79 , 1874, p. ly-'io. 


Deux geometres russes exlremement distingu^s, M. Korkinc 
M. ZoLotareff ^ ont recemmenl public dans les Annates de Math 
matiques^ de M. Neumann^ des rechercJies approfondies aya 
pour objeL, entre autres choses, \e tbeoreme de Seebei\ siii’la liir 
tation du produit des coefdcienLs des carres des variables dans J 
formes quadratiques ternaires reduites. L’importance du suj 
rend peut-etre utile dc multiplier les points de viie sous lesqui 
on pent le traiter, et, apres la m^thode de ces deux auteurs, je pi 
poserai la suivante. 

Soit 

D = aa! a" "ibh' b " — ab - — a' b'- — a b"- ; 

il s’agit d’etablir dans deux cas distincts que la condili 
aa' ctl' a D est vdriliee, le premier supposant les conditions 

j *>o, b'y-o, b">o, 

] a < a ' < a" ; 2 b " < a, -ib' a, ib <. a' , 

et le second cet autre systeme 

i *<o, 6'<o, 6"<o, 

('ll) < a<a'<rt", —‘ib''<,a, — ib'<Ca^ — ib<,a\ 

( a a' ‘jt.(^b b H- b"') ^ o . 

Consid^rant a cet eHet «, a' et a" corame constants dans I’expr 
si on 

2D — acC a''^ aa'a”-+- l^bb'b" — ‘lab’^— ia' b ''^ — 


atLnhue a b par exemple sa pins petite et sa plus grande valeur. 
Effectivement dans les deux cas que nous avoiis a trailer, b" par- 
court des valeurs toujours du meine signe, positl' es dans le pre- 
mier, negatives dans le second, a parlir de b" = o. Or I’expression 
est un trinome du second degre en U' dont le terme du second 
degre est atl'ecte d’un coefficient negatif, et, si le terine constant 
qui est donne pour b" = o est posilif, ses racines seront r^elles et de 
signes contraires. On voit par la qu’ii I’egard d’une s^rie de valeurs 
du meme signe, il sul'fit bien de verifier que I’cxpression est posi- 
tive aux limites, pour dtre assure qu’elle I’esLaussi pour les valeurs 

interinediaires. Cela pose, faisons en premier lieu b" — o cib” 

dans I’expression de aD — aa'a". Je remarque que les quantites 
auxcjuelles on sera conduit, et qu’ii I’aut demontrer etre positives, 
seront a I’egard de b' des trinoines du second degre dont le terme 
du second degre sera encore negatif, et que cette variable sera do 
meme assujettie a parcourir une s6rie de valeurs de m6me signe, 
de sorte que le raisonnement precedent leur sera applicable. Sans 
le repeter davantage, on voit claireraent que notre objet est main- 
tenant de donner les limites de ces inlervalles que parcourent 
b, b', b\ sous les conditions (I) et (11), et de calculer les valeurs 
correspondantes de a D — aa’ d' . Or elles sont pour le premier cas : 


h" = 0 



2 



b = 
b = 

b = 

h = 

b = 
b = 
b = 
b = 


<>, 

ad a" , 



a! 


ad^ 


7 

2 

ct ct* - 

2 ’ 



t ft 

a'^d 




2 ’ 


a' 

, ,f 

ad^ 

a'^d 

— , 

2 

(At C(t CC — 

2 

2 

O. 

a d a" ~ 

a^d' 

2 ’ 


a' 

a d a" — 

a^a" 

ad'^ 

— > 

2 

2 

‘i 

o. 

a d a" — 

a'^d 

a^a" 


’ 2 2 
a' , „ aa'^ a'^a!' 


h' ~ Q 


b" = o ‘ 



et ii premiei'e vue on 
sous les conditions 


b 

= 

O, 


aa' a'\ 



1 



a 

Ct Cl’ " 

aa'- 





V. 


X 


1) 


f', 


, 

cC^a' 





G/ Cl Cl 

y 

X 


1) 



a’ 

/ '! 

aa'- 

a'^ a' 





Cl Cl Cl 

X 

■ X 

1) 


0, 


Cl Cl a” — 

ct!' 





■X 


1) 



a' 


a- a" 

aa'- 




y 

X 


X 

ti 





, „ 

a- a' 






Cl Cl Cl 

X 

X 

b 



a ' — a 

' ' ♦ 

a a! a!' — 

aa'- 

a- a" 


l ‘X X 9 

reconnait que ces quantites sont posiliviis 
a < «' < a". 


Mais cette demonstration toute eldmentaire est loin de Felegamv 
et de la profondeur de celle que Gauss lire dans le premier cns, 
par exemple, de cette identite 

aD = aa'a!' ab{a ' — xb) -i- a' b'{a " — ib') -f- a''b"(a — a6") 

+ b(a — xb') (a' - xb") -h b' (a' — xb") (a" — xb) 

b"{al ' — xb) {a — xh') {a — xb') {a ' — xb") {a " — xb). 


En reflechissant a cette etonnante transformation j’ai fait la 
reinarque qu’elle pent etre gdndralisee de cette inanidre ; 

aaa a"D = (aaa'a" — \ ) a a! a" ol ab {a' — xa! ti!' b) + a' a' h’ i^a " — a acs"// i 
4 - a" b"{a — xaa! b" ) (ib{a — X'x' b')(a ' — xa" b") 

-+- a.' b' (a' — xoc''b") {a" — xcib) a." b"(a" — X(xb) (a — a a'// t 

— xa' b') (a' — 2x" b") (ol" — x%h). 


On verifie aiseinent en cffet que le second membre s’evanouil si 
Ion fait a=:o; par un changement de lettres on conclut qn’il 
S annul e a us si pour Cf! O e t zr~ n ! la fnr mnl p pel on p rl on I t'lM* 


a = 1 , a' = 1 , a" =: I , 

Enfin je remarque qu’en permutant x ely par exemple dans la 
forme proposee, ce qui revient a dchanger a et a! d’une part, 
b et y de I’autre, I’invariant conserve la meme valeiir. 11 enresulte 
que cette seconde relation donn^e par Gauss 

Y} = aa' a" ab{ a” — a' b'(a — 'a b' ) H- a" b" (a — i.b") 

-^h{a — ’xb") { a!' — t>. b' ) h' {a! — •ib){a — b" ) 

-1- b" {a" - - -xb') (a' — 9. i ) h- ( a — ib" ){ a' — a 6 ) ( «" — 26') 

est simplement une consequence de la premiere etqu’elle se geiii'- 
ralise de la meme maniere. 


Sainl-Sauveur ( llauLes-Pyrdnees), 25 juin 1874. 



EXTRAIT 


d’une 

LETTRE DE M. Ch. HERMITE DE PARIS A M. L. FUCIIi 
DE GOTTINGUE, 

SUR 

QUELQUES fiQUATIOlNS DIFF^RERTIELLES L1NI5A1R 

Journal de Crelle, t. 79, 1 B 75 , p. 324-338. 


. . . J’ai pris en eflfet pour point de depart I’int^grale suivf 

y =J'(z — (-Z — ■sOH-’"* . • .(.S — dz, 

qui comprend les transcendantes hyperelliptiques, et dont je 
facilement une Equation lin^aire d’ordre n + i analogue it c 
qui d^finit la s^rie de Gauss. 

Soit en effet 


puis 


f(z) = {z — Zo) {z — Zi) . . .{z — Zn), 

'' .S So ^ -Zl ’’’ -3 •Sft ■’ 


on trouve ais6ment la relation 

dn+ly 


I ^ ^ dx»- 1.2 ^ ^ dx'^-‘^ 




dn-y {p-TJj — djy^ 




/r(^) 


dx''- I ' dx''-—^ 1.2 ’ dx’'-~^ 

'• — {p 1 )( P — 2 ) ...f jO — n')(z — Zn)y-o( Z — Zi^[>-i ...( Z Z^)l>-n(x — . 


sun QUELQUES EQUATIONS DIFFlCaENTIELLES LINEAIRES. IqS 

Or, en supposaiil les exposanls pio, a,, , , positifs, le second 
meinbre s’evaiiouit pour 5 = 3 o, ^1 , , . . , et, si I’on convient de 
designer par Z I’une quelconqiie des ii quantitds 5), ^2, . . Zui 
les diverses integraJes 



X — z)'‘-~P dz, 


ou j’ai dcrit pour abreger 

Jf(-S) = (z —Zq)\^o -1 (z — . .(z — 


satisfont a I’dquation lin^aire sans second meinhre. Mais il est un 
autre point de vue que celui de I’application de vos th^orfemes 
g^n^raux sous lequel cette (Equation me parait encore ofFrir qiielque 
int^r^L. Ges rapports de la tli6orie des fractions continues avec 
certaines Equations du second ordre que nous ont fait connaiLre les 
belles recherches de M. Heine et de M. Christo ffel se trouvent 
en elTet susceptibles d’extension, et vous allez voir comment 
I’^qualion lindaire d’ordre -1- i se lie aux modes nouveaux d’ap- 
proximations simaltaiK^es de plusieurs fonclioiis, donl j’ai donnd 
un premier exemple en considdrant les quantitds e^^ ^ . . . 
[-S'wr ta fonction exponentieite (Comptes reridus, 1873)]. Soit 
d’abord, en elTet, en supposant m un nonabre entier positif; 


et 


[0,0 = (0.1 = ... = i0.„ = ■+• t 

p z= m ->r n \ 


on sera conduit a I’dquation 


I d'^~^ Y 

_ ( /n -H n — I ) ( 2 - n + 2 ) /'" ( 37 ) — ...= o, 



r r , 


Oil 


0 =U 


V _ ^ 

c^3 dz"^-- 


+ ...-)-( 


I'lm— 1 \' 


je fais 


U=/-(^), V = 


el observant qu’aux limites z = 2o) z = Z la quantity 0 s’^vanouil, 
puisque la deriv^e d’ordre m — i de contient encore le far- 

teury’(z), j’en tire en negligeant nn coefficient numdriqiie 


7 




Solt pour abr^ger 


‘l'(-s) 


dm fm(^z) dz 
dz'"- a’ — z 

dm fm ( 2 ) _ 
dz"'- ’ 


on pourra ecrire encore 

<I>(3) 




.7. 


4> ( r ) — ‘I’ ( " ) 


dz^ 


de sorle qu’en ddsignant par I’int^grale 

J. X — z 
■*0 

qui est un polynome entier en x d’lm degre inferieur d’unc unite 
ail degrd de ^(^), les expressions cherchees sont 


7i 


72 


^0 

= ^{x)£ 


dz 


X — z 
dz 

X — z 


•I'l {x), 


y„ = ^{x) j 37 ). 

*• So 

Cela pose, on volt immediatement, en revenant a I’inldgraie 



suivanl les puissances desceadanies de la variable coramencant 
par un Lerme en 

I 


Les fractions de merae d(!;nomin‘ateur 

tPl (cr) ( 37 ) 

represenlent done les quantiles 


f ^ ) 

4 ’ ( 37 } 


ds 37 — 

= locr , 

' — Z ^ X — Zi 


i: 


dz 


loi 


X — Zo 


I 


dz 


l0£ 


x — za 


aux termes pres de I’ordre 

I 


on si I’on vent de I’ordre de 

I 

4>(a7) \/4>(a?) 

afin de nous rapproclier de I’arithinetique, et elles doivent 6tre 
regarddes coinine analogues aux rdduites de la tlidorie des fractions 
continues. Pour le mieux faire voir, snpposons que reprd- 

sente le polynome le plus gdndral de degrd inn] tons les coeffi- 
cients se Lrouveront ddterminds sauf un facteur constant, en s’im- 
posant pour conditions, que les ddveloppements suivant les puis- 
sances descendantes de la variable des n fonctions 



ne contiennent aiicune des puissances 

I r t 

x’ X^’ ’ 37'« 

17 I- <31 /*! X <3 ^ rs' v\ A l<7fc<3 ^ c? /*J ■rxT*/^ rl i n h c n in crkYll" A 


on alleint pr^cisement, mais sans la depasser, I’approximalioi] 
nous avions oblenue pour les quantiles 







dont les d^veloppemenls comuaencent par un lerme en 


t 


on voit done que cetle approximation est bien en eflet de 1 i 
le plus elevc possible, en supposant 




dm j^m (^x') 
dx»^ 


J’acbe^'erai enfin de mellre en Evidence le lien de I’cquation 
rentielle avec ce nouveau mode d’approximalion des fonc 
en ^tablissant que $(a:) en est une solution, el ce sera aussi 
point essentiel completer son analogie avec Ic polynome - 
Legendre. Reinarquons a cel cll'el que, rien ne spdcifianl, a I 
de I’integrale 


1' 


f’dz) dz 
{x — ^ 


le chemin suivi par la variable enlre les limiles Z, ( 
maitre d’introduire dans une des solutions, telle que 


les determinations multiples du logarilbme. Or on oblieni d 
velles solutions, dont se lire immediatemenl, par’ dilTdrer 
polynome <l>(a7). 

Des resultats semblables aux precedents s’offrcnL dans d 
Constances un peu moins simples, lorsqu’on fait la supp 
suivante ; 

I 

J^O = [Xl = . . . = p.„ = /?i -L- - 


SUR QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES. 


199 


et 


p ni ->r n I . 


m etant encore un nombre entier posilif. L’equalion differentielle 
est alors 




dn+'^y 


z) — n)f{x) 


■. 1.3 


( m -i- n) ( m -h « — i ) ( 'a ni — n -t- - ) f"(^) 




d'^—^y 

dx"--- 


0 , 


eL elle admet pour solutions les intdgrales 

cjui, en opdranl comme plus haul, sc ramenent a la forme 


/ 


-f 


d»\f dz 


dz<>^ X ~ z 


Posons 


d"i/ ~Hz) _ a>(z) 
dz'n - 

de gorte que ^b(3) soit an polynoine entier de degre mn \ la rela- 
tion suivante 


r 


I 






dz 


I 


„ (x — z) \/f(z) (X ~ z) s/f{z) 

met en evidence les integrales hyperelliptiques 


‘Iifa?) — dz 

F=T~ 


C- 

./s. {x 


dz 


{x — z)\/f{z) 


ct 




' il>(x) — <i>(z) dz 




que je vais exprimer par leurs dl^inents simples. 

A cet elTet et en considerant d’abord la premifere, soil 

) “ A 0 — i- A-l ■+* • • * “H 3 



on aura, comme coiisequeace du theoremc sur Techaiige de I’ 
gument et du parametre, 


r \J'j\ X ) dz 
• {x—z)s/f{r) 




\\{x) dx 

/fOf) 



'' X„-i(a?) 


Quant a la seconde, ou figure le polynome eiilier 

( a? ) — '1* ( ^ ) 

y 

X — z 


elle se ramene au moyen, des reductions eleinentaires connu 
line combinalson lineaire de 

[Z]„, 1Z1„ 1Z]„_,, 


et sera par consequent de cette forme 


/ 


' ^{x) — dz 


\//(^) 


[Z]„_, 'l»,(a;) -!- [ Z |„-.2 fl>2(.r) [ Z jo 'I', 


$2(a:^)7 ^n{x) etant des jiolynomes entlers en ,) 

degr^ mil — i. Ces rdsultats donnent la transformation clier 


£ 


<t>(z ) dz 


(x — z) s/f{z) 



<I'(.r) r 

V/(^) "4 

Xo dx 
v//(.r) 

— <t'| (x) 


A^{x) r 

_\/f{x) .A, 

' X| (a'.') r/.i” 
s/f{x) 

— '!>.> ( X } 

H-[ZJo 

1 1 

'' 1,1 -.i(x) dx 
£f(x) 

— d\,{x) 


dont voici les consequences : 

Remarquons d’abord que le premier membre conduit, co 
on le voit, si Von revient ^ Vexpression 


j\r £z)dz 


Z 

{x — ^ 1 ’ 


commengant par le terme 


r 


Siipposons ensuite saccessiveinenl 

Z = ^1, Z = ^2, • • • , Z = z,i, 

en observant a IMgard des relations ainsi obtenues, que le deter- 
minant 


[-Silo 

[^lll ■ 


[■^2 Jo 

f^aji • 

[^-2], 

[ -2 /i ] 0 

[-ShJi 

.. 


n'est point nul; on en conclut que Ic developpement des n fonc- 
lions 


«I>(.-r) r * \adx 




^ __ cl>(a7) p'’‘\\{x)dx 

s/JW) 




v/7n?T 


'IVd-r), 


ooininence de memo par le terme ■ • C’esl exacLement a I’^gard 
des transcendantes 


\/f{x)J^„ \/j\x) 


le resiiltat obtenu par la qiiantite log > et il en resulte que 

les integrales lijpcrelliptiqiies 


lo dx Xi(x}dx , f '^ ln-i(^)dx 


*4„ \/f(x) //(a:) 

\//(^) 

sont representees par les expressions 






Rclativenient a Inequation dinerentielle, je remarque enfin que 
solutions donnees en premier lieu par les quantiles 

r ^ ■/ ^(•^) 

J_ {X — Z ^ 

onl ete luises ensuite sous la forme 


fV{x) r '' \ic^\(x) dx 
\Jj\x) 




ou il est permis d’introduire les dt^terminations multiples de 1 
tegrale 


/ 


X/,.„ x{x') dx 


et celte consideration, precedemment employee, conduit a la n 
velle solution purement algebrique 


. ,, 

— ■ ■» ou, SI 1 on veul, 

v//(^) 


__i 

~Hx) 

dx'>^ 


En rencontrant ainsi, comme un (^l^inent necessaire de I’integrai 
de certaines equations lineaires, ces approximations des foncli 
par des fractions.rationnelles analogues aux r^duites de la the 
des fractions continues, j’ai dii songer a cherclier a leur cgarcl 
algorlthme semblable a la lol de formation de ces r'oduites, ft 
avantde m’engager dans cette voie, et pour m’^clairer stir la q 
lion, je me suis proposd, dans le cas de ces Equations, a savoii 




dx 


de tirer directemont. rlos O’T'ol /iC 


on 1- ■ o P/ 


relations propres aiix fonctions dans le premier cas, et aux 
quantiles » ^-(aic co sa?) jg second. Pour plus de g^ndralite, jc 

/ 1 07 ^ 

remplacerai ces equations par les suivantes : 


ou je suppose 

/(ar) = {x — a) (x — &), 
de sorte que les solutions scront 


7 


= f' d.z y^f 

Ja (^ — ^ 


r - H ^) 


Cela posd, je pars de ces identites facilcs a former : 

fiz) 


dz. 






iL [ /"'(->/'(-) ] = „ [^1 

dz {x .3)"' J 


f,n~l(z'\ P'Hz') 

H- m {a — 6)2 YZ ^ 7T ^ 


{x — zy 


{x — zy 


et je les ajoute membre ^ membre afui d’(5liminer le terme 
II vient ainsi 


f(^) 

X — z 


^ r.Ag) + 


dz 


(a? — z)'’^~^^ 


]f 


7 « f’^-Hz) 

= m[a — by f- 

‘ \x — z)”^ 

H-(2m-|-i)(2a7 — a — b) 


(^) 


f/n ( z ) 
{x — Z 


(m H- i) 


{X — ' 


En integrant entre les limites s = a, .z = ^ et posant 


(/?? +r){<,„H.i= -t- (237 — a — b)u,n — m{a — hYUm-i. 

C’est bien le resultat connii lorsqu’on suppose 

/(a?) = 372—1, 

pour le polynome cle Legend re ; mais on voit de plus qu’eu 
faisant 

U,n = X,„ log - — P,„, 

37 — I 

elle se partage en deux eL que l\„, comme I’a trouve M. Chris- 
toffel^ satisfait a la ineiue equation. 

Je considererai en second lieu les identites suivantes : 


^^3 


/;/ T — 

■/ \z-) 

(37 


= — (27?l l) 


/ 

(37—3)'“ 


-1- ( m -4- - ) {'ix ~ a — b) 


f ‘^(^) 

(37 s)'“-+-l 


{m -+- 1) 


1 

/ 




d 


dz \_ (a? — z)> 


2/n < 

(37 — zy>i 

+ m{ix — a — h) 


— — 

f 

{x — Z 


m — (a -by I 

2 / ^ ^ {x — zy* 


L’eli mi nation de 


/ 

(37 — 


donne 


t H^)f{ 

- f 

3 L ( X — Z 




f -(-3) 
(37 


dz'^ 


f 

1_(37 Z)'>\ 




4/ (a7 — .3}' 


_ //I — - - 

-+- /u -h i) (237 — a - 6) 4^ + mlm i) J- . 

(37 — 3 )'“-*-^ ' "^(37 — z)"^'^^ 

Tntdgrons de nouveau de z — a a z~b\ on en ddduit, on 


I . y.. . .HI 


I . H . 5 . . . y /n 


■V" h z)dz 

y/lH-l 


- r / 




v,n+\ = {ix~ a~b ) — -J ( rt — i )’- J , 
d’ou encore un rdsultat connu dans ]e cas de 

/(^)=^2-I. 

Je viens jnaintenant au cas general, en me posant celte question : 
Lrouver un algorithme qui permette de calculer de proche en 
proche les lermes de celte s^rie 

f^‘ ■iiz)dz f^ £(z)/(z) dz C''- £{z)fi^(^z)dz 

J ’ .A (a; — ’ * ■ ■ ’ J (X — z yn+A-t-i ’ 

0 '*'0 Zq ^ 

on je suppose 

£{z) = (s — 2o){^o-l(« — . . (s 

— (z • 2 o)('S — ^i) ..,(z — Z,i). 

Soil pour abregcr 

F ( 2 ) = i(^ ) /4 (z ) = (z~Za yo(z — )v, . . . )V,. 

et 

m H- /c = /?, 

de sorte que le terme gdndral devienne 


I 


Vi z) dz 
{x — z)P+^ ’ 


je remarquerai qu’en integrant entre les limites s = z^ el z — Z 
les deux membres de cette identity 

A r_Zi£>_l = F'(-s) 

dz\_{x — z)p\ {x — z)P-'-^ {x~z)P 


on en conclut 

r'^ 'e{z)dz 1 r^¥'{z)dz 


F(z)dz _ Vo r^F(a?) dz 

(X — ~ p Jz^ Z — Zo(CC — z)l> 

_ 'ti _ —'‘JL — 

p}.^ Z — Zx {x — Z)I> P 


De celte maniere I’integrale propos^e est clecomposee en n ■ 
anlres qu’on pevU representer par 



dz 


{X — z)l^’ 


d^signaat successivement les racines Zq, ...5 
sera de meme de celle-ci 


r'^ ¥(z)fiz)dz 
J, {x — Z)P-^^ 


qui est le terme suivant dans la sdrie, et qui aura pour diem 
les quantiles 

"¥{z)f{z) dz 


L 


Z — ^ {X — z)P+‘>' 


Or ce sent les dldments ainsi defmis qui donnent lieu a un sys 
de relations rdcurrentes, faciles a obtenir, comme vous allez 
en suivant, sans y rien changer en quelque sorte, la metliode 
j’ai appliqude aux integrales 



F(^) dz. 


\^Sin' la fo notion exponentielle {Comptes rendus^ *^7^)-] 
Effectivement il suffira de ddmontrer qu’on pent to u jours 
faire a la relation suivante 


/ 


FU)/(^) 


dz r &i(z) F(z) dz 

{x — z)P+'- “j /{z) {x — z)P 


e(z)F(z) 
(a? — z)P ’ 


en prenant pour ©(s) et 0^ [z) deuxpolynomes entiers du dej 


{.x — z)Qi(s) — pe(z) f{z) 


{x~z) 




eL I’on a prdcisemenl le nombre voulu de 2/2 + a constantes arbi- 
li'aires, pour identifier les deux membres, qui sont des polynomes 
enliers de degrd 2/^-l-l• Ce point (^labli, j’observe qu’en suppo- 


on obtient 




et que par suite 0( [z) se dediiira de 0(^), qui I’eslera seul a deter- 
miner au moyen de la foruiule 

(^) = Vo 0(^o) ^ '0 0(-i ) ^ — 1- . . . -f- v,i B{Z/i) 

Z Zq i.1 Z — Zji 

Pour obtenir mainlenant 0(^), aprcs avoir deduit de !a relation 
ci-dessus proposde la condition 

p .r — C 

je I’ecrirai comme il suit 


(z — ^)(« — s) J\z) 


F(z)J 


ct de cette forme nouvelle, je conclurai en remarquant que la 
fraction n’a pas de parlie emigre, que le polynome cherche 
doit etre tel que les parties entieres de ces deux expressions 

0(a)r_^ + +0'(^) 

^ ' _x — z F('Z) J 
et 

/(^) 

(z — 0('S — a?) 

coincident. Soit done pour en faire le calcul 

H.^ = £5 + £i + £i+.,. 
r(z) z z^ 


P 

X — z 



nous aurons d’abord 


r p , 

= aoSo3" i-f-aiSo 

Z'^ ^ -|— 0^2 So 

F(^). 


-f" Si 

+ Oti Si 

-+- aoSo 


-h .. . 


Soil ensuite 


/i'^) 


— 1 Py H- p-iZ'^ ^ pn.—\i 


{z — ^){z — x) 

et nous obtiendrons les equations suivantes, au nombre de n, 
savoir : 

I = <Xo( So Hr n), 

P \ = Ct.\{ Sq -T- 71 1 ) -h 2to Si , 

p^ = a2(so -+-71 — 'A ) + ai Si -h aoS2i 


Pn-i = a/i-i(-So-)- i) -+- !^«-2Si -i-. . .-f- ao^/t— 2- 

Elies d^terminent de proche les coefficients ao, at, aaj 
et quant aa«, qui seulreste aobtenir, c’estla condition pr<5cedG 
menl remarquee 

0(a?) 


1 

p x — X, 


qui en donne la valeur. Revenant inainienant a la relation. 

r¥{z)/iz) dz _ r 0 i( 3 ) Y{z)dz Q(z)F(z) 
J z — Z {x — z)i>-*-^~J J\z) (t-Z)I> (X — .Z)I>' 

nous en deduirons d’abord 


r- 


0 dz 

r'' 

0,(z) V{z')dz 

{X — Z)7>+1 

J\z) (a? — 

zy 

en fractions simples, 

/(^) 


dz 

0l(^o) 

r* F(^) 

cl^ 


/'(^o) 


(a z)/^ 


0l(-Z|) 

F(^) 

dz 


/(^l) 

*0 

{X — Z)!’ 



r"" F(^) 

dz 



J, z-z,, 

(a? — z)!' 


Mais on a 


= .,f{Zi)Q{Zi), 


et si I’on ecrit 0(^, au lieu de ©(-s) afin de meltre en Evidence w, 
qui entre, comme 11 est aise de voir, au premier degr^ dans a,, au 
second dans ao, et ainsi de suite, nous obtiendrons sous forme 
entierement explicite 


J -s — ^ (a? — ® “’^ 1 / s — 


V. 6 (^ 1 , 


" F(^) 

dz 

S — ^0 

(07 Z)l‘ 

Fiz) 

dz 

Z Zi 

{x -- z)l> 

F(2) 

dz 

) 

(X — Z)P 

s de ce 

r<^saltat; 


serverai seulement qu’en considerant I’inttigrale 


J_ {x 3)/«+l ’ 


on obtiendra, pour les elements de diicomposition, I’expression 
suivante : 


dz 

z-C {_x~zy>^ 


A^) 

07 — ^ 



11 ,( 07 ), 


n(x) etn,(o?) eiant des polynomes entiers. On volt ainsi que Je 
developpement de I’int^grale suivant les puissances d^croissantes 

de la variable commence par un terme en et il est facile de 

reconnaitre que c’est I’ordre le plus ^lev^ qu’on puisse obtenir 
pour un degr^ donnd de 11 (a?). Quant au facleur 



qui definit a an facteur constant pres ('). 

Les Sal)les-cI’OIonnc, lo ocLobre 187/1. 


(') La leltre J’Hei'mite se terinine par quelques remarques sur I’inLegi'ale 

(3 — x)"' dz 


s: 




Nous ne les reprodairons pas, car Ics rdsultats ne nous onl pas paru exacts. 

E. P. 



EXTRAIT 
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r 

LETTRE DE M. Gn. HERMITE A M. BORGHARDT 

r sun 

■ 

\ LES NOMBRES DE BERNOULLE 

I 

1 

' Journal de Crelle, t. 8 : 1 , 1876, p. gS-gS. 


r ...M. Clausen et M. StaudLont ddcouverL en m^me temps sur les 

I nombres de Bernoulli une proposition extr^mement remarquablc, 

'f qui donne pour cette expression 

dans laquelle, A„ 6lant entier, les d^nominateurs des fractions 
I sont tons des nombres premiers tels que 

j soient diviseurs de n. Ge beau thdoreme dont M. Staudt a donn(^ 

t la cUmonstration dans le Tome XX.I, page 872 de ce journal 

(Beweis eines LehrsaCzes^ die Bernoullischen Zahlen hetref- 
fend)^ conduit A rechercher directement les nombres en- 
tiers An, au moyen des relations qui servent an calcul des 
^ nombres de Bernoulli. Employant A cet elfet I’ciquation 

^ (an -H i)2Bj — ('i/i H- OtBj 

I H-(art-|-0flB3— t)«->(2nH-i)2nBn= « — -> 


(o.n -I- 1)2 ( Ai-h - + j 


-t- (tzn -i- 1)4 (A, -I- - -H i 4- 4 

• \ 2 3 0 

-)-(2Ai4-T)6^ 


. r I I 
A 34 -- 4-3 -r-- 


-+- ( 2 /i 4 - I )2,l ^A;i 4 - 


n = 0 . 

2 


Cela pose, les Lerones contenani en facteur ^ sont 

— [{'in 4 " I )2 4- [in 4- 1)4 4 " . . • 4 ~ {in 4- i )2n * ] i 


el comme on a 

(2/14- I )2 ■+" {in -(-1)4 4“. . ,-\-{m -¥■ l)2« — 1 ^'^ 1 5 

ils se r^duisent au nombre enlier 2 -"“* — 1 . Mais considerons, c 
general, ceux qui sont afFect^s du factenr— ; ils provienneiit dc 

nombres de Bernoulli dont I’indice est un multiple de — 1 ] 
et donnent celte somme 


Sp — —\_{in 4 - Op -1 4-(2/Z4-l)2p— 24-(2Ai' 4 - l)3p— 3 "T" • • • 1 


que je.vais monlrer elre aussi un nombre entier. 

J ’observe pour cela que, en ddsignant par to les diverses racin( 

de I’equation xp~' = i, la somme ^(i + tu)2"+' a pour valeur 

(/? — 0[>-^-(^^l-V-l)p_i-4(2/l4-02p-2-l-(an4-03p-3-i-. . 

Or, les racines to, prises suivant le module premier p, sonL 1 
nombres entiers 

I, 2 , 3, />.— 1 ; 

les quantiles i -1- to seront done 


a, 3, 4) 


/? — I, 0 ; 


somme des puissances a n -f- i des nombres r,2, — i, qui 

est un multiple de />, attendu que I’exposaiit a/i-f-i n’est pas 
divisible par le nombre pair p — i. Ayant ainsi 

-1- I = 0 (mod/?), 

on voit immddiatement que Sp se r^duit bien a un nombre entier 
et nous obtenons pour le calcul direct des nombres Kn la relation 
suivante : 


( a /I I )2 A-i -(— (a /i 1)4 Ao -+• (_i.fi -f- 

= I — n — a®"—! — S3 — S5 — ... — S,, 

Oil Jes quantitds S3, S5, . . . , Sp se rapportent a tons les nombres 
premiers jusqu’a an + 1 . 

Soil, par exemple, n = i, les nombres premiers jusqu’a 9 ^tant 
3 , 5 , 7, on aura 

S3 = ^( 36 -t-Ta 6 -H 84 “t“9) ” 

Sb = ^(126-4-9) = 27, 

S7 = - 84 = ta, 

7 

et, par consequent, 

36 A, -(- 1 26 Aj -1- 84 A 3-4- 9 A4 = 255 , 

oil, en SLipprimant le facteur 3 commun aux deux membres, 

1 2 Ai -h 42 Ag -4- aSAa-i- '5 Al^ = — 85 . 

Pour /t = I, 2, 3 , nous trouverions successivement 

Ai = — I, 

2 Ai "4~ A 2 = — 3 , 

3 At -4- 5 A2 -4- A3 = 9 i 


et ces equations donnent facilement les valeurs 


a 3 


(i 


B2 = . 

B3 = 


1+ - 
1 


I i _ I 

3^5 3 o 


1 1 I _ I 

2 3 7 42' 


IH h x 


On aura ensuite 

B5 = 

B6 = - 

67 = 
Bs = 

B3 = 


" 2 3 n 


1 I 

l-i H ^ 

2 3 


6 

56 


_l 

5 17 

I I 

7 ” 19 


I 


5 

66 ’ 

691 
2780 ’ 

7 

6 ’ 

3617 

5 io ’ 
43867 
79 S ’ 


Vous remarquerez cette nouvelle fonction numdrique alLach^e au 
nombre impair in \ 

S3‘+' 85-+-. . S/), 

a laquelle conduit le th^oreme de M. Clausen et de M. StaiuU; 
elle -vient se joindre a toutes celles dont la ihdorie des I'onclions 
elliptiques a donne I’origine et les propri^tes et pent dtre g'(5ndrfi- 
lisee en substituant a Sj, la snmme suivante : 

« ^ r (2n -H Op-i ( 2 /i H - 1 j.yj-a 1 

^ L CC^P-'^ a?3p-3 J 

qui coincide avec Sp pour a; = \ . On ddmontre, en efTet, coiniuo 
plus haul, que estun nombre enlier pour toute valeur enticre 
de X, p dtant un nombre premier quelconque, non supdricur 
a 2/1 4- 1 . 


FONCTION DE JACOB BERNOULLI. 


Journal de Crelle, t. 79, 1875 , p. 339-344- 


Je viens au sujeL d’lin Memoire de M. Raabe, sur la fonclion de 
Jacob Bernoulli (t. XLll de ce Journal, p. 3^8) vous presenter 
quelques reinarques. Soient B"(^) et B' (a?) les coefficients de 

dans le developpement suivant les puis- 

I , 'A , . .'xm I .‘2 . . 2 m 1 

I 1 15 

sauces croissanLes de X de la fonclion 


B"(^) = 


■xm-\- ( 

-1 m -H x 


— -x-"' -h- (2w)i 7 

■X 2 4 

_ 1 3.2/m L (.Jim -i-|)[ 13 ia 7 2/"- — 7 

•X 'X I 


{xni)z 623^2'““®-+-..., 

(2W2-+- l)3B2.'2?2"'“--i-. ••• 


L’dminenL gdomelre donne parmi beaucoup de r^sultais entie- 
rementnouveaux et d’lin grand interet, ceLte expression sous forme 
d’intdgrale ddfinie de B''(x), a savoir 


( — i)//f-t-> (■;.7r)5"‘'^‘ [{"(a?) = 


sin T.'KX 



du 

g« e-'* — 2 cos 2 7^37 


Peut-fiLre n’est-il pas inutile de remarquer que la proposition im- 
porlante d^montrde par M. Malmsten (sur la formule 

hu'jc — Aitj; — - ht>-idx + • • • 5 

t, XXXV, p. 55) que ce polynome ne change qu’une fois de signe, 


L 


u->”- dll 


1 cosiizx 


est uae quantite essentiellement positive pour Louies les vale 
dejir, de sorte qu’entre les limites considerdes, W [x) aura le si| 

du facteur ( — sinsTua?, et ne s’annulera que pour x = 

G’est ce qui m’a engage a en rechercher une demonstration dire 
et en meme temps a obtenir une expression analogue pour le pc 
nome qui metlrait aussi en evidence sa propricie caracte: 

tique, d’etre toujours de meme signc de x = o k x = i . 

J’emploierai dans ce but, la forme suivante queprendla fonct 

— en changeant X en si Ton pose 

sinX-!-sinf:2a^ — i)X 


gXx 


f{x) = 


^{x) = 


cosX 


•x sinX 
- cos(2.r 


i)X 


2 sin X 


on trouve, en efFet, 






= ^{x) -h i 


et il en resulte que B"(^) et B'(a;) peuvent etre ddfinis comme 


coefficients de - — et de - — dans Jes d( 


I . 2 . . . 2 77t I . 2 . . . 2 /n -f- 1 

loppements de ^{x) et 4'(^) suivant les puissances croissai 
de La consideration de ces fonctions suffit deja pour dcir 
trer plusieurs des th^oremes de Raabe, au mojen de ces relat: 
entierement ^l^mentaires, a savoir: 


cp(i — a;) = I — cp(a7), 4/( i — a?) = i|;(a;), 


tf (ar) 4- CO ( a? H ) 

* ' n , 


4- cp I a? H- 


sin(2rta7 — ] 


- n 4- 
2 


. X 

2 Sin — 

n 


iL(a7) 4- ij; I a? -4- _ j 




cosX 


cos(2/ia7 — 1 


2 sin X 


Je ferai usage de la valeur de I’integrale j qui se d(§- 

teririine facilement comme voiis allez voir. Ayanl pose d’abord 

A , A, A. 


/(2) = n(.-) 


z — a ( ; 
B 




-H. . .4- 


{z-by 


(z — a 
Bp 
(z — 


en reunissanl dans la quantity n(s), la partie endure ainsi qiie les 
fracdons en s’il enexiste, je remarque que I’expression 

r A A 1 A a 

gi)ix _i_ ; i_ _ , _ _i_ ± 

[_ — a (e ^ — ap (e -^’ — 

peuL se meLlre sous cetie nouvelle forme 

/ pm X \ / pmx \ / pwix 


, — a 

Nous aurons en consequence 


e-<-' — a 


<I> a;) = n(a7) -I- 5V 


— a 

enix \ 

e^— b 


•5^1 D.r 


— a 


-...+ 2 VaD« 


^mx 


Qinx 

•+• 2*1 ^ 


— a 

Qtnx 

X \ 7xZI~b 


ceUe ddcomposidon enderemenl analogue celle des fracdons 
radonnelles en fracdons simples, ramenera l’ini.egrale j' ^{x)dx 
a la transcendanle J , et I’integrale definie propos^e i la 

ciuantiie J" ' Avant d’en chercher la valeur, je remarque 

que laconstante a doit ^tre suppos^e negative quand elle estreelle; 
on est amene par li poser : a ~ — avec la condition que 

h soit compris entre- les li mites —-tx et + 71, sans atteindre ces 




dx r e"*^ dx 

— g—g—lll I : ; 

e* ct J— a, -+- 1 


puls en remplacant x par x-\- g 



gmx dx 

gx—t' -ih ^ 



dx 

gx-J7t_|_ 1 ’ 


el cetle derniere quantile se determine comme 11 suit : 

Conslddrons I’integrale d’lme fonctlon quelconque eiTectue 
sulvant le contour d’un rectangle ABCD, dont la base est sur 1 



des abscisses, I’origine dtant au milieu de cette base, et fa 
OB = <z, BC = h. Si I’on designe par la fonctlon et pai 

somme de ses residus qui correspondent aux valeurs de coinp 
a rinterieur du rectangle, on aura comme on sail 

I ^(x)dx-Jri I ^(ix-h-a)dx 

-\-€l « // 

^{x ib) dx — 1 / — a) dx — 'liiiS. 

a ^0 

_ ♦ . QfflZ 

Cela^tant, je fais<I)(^) r= , et je suppose la hauteur b 

prise entre tz et 3tc, de manlere qu’^ I’lntdrieur du recta 
I’equation + i = o n’ait que la raclne z = irz et <b(-3) le 
residu — Faisons maintenant croitre inddlinlment la cons 
a; les deux quantiles (ta? -H a) et ^{ix — a) tendront ev 



1 on obtiendra 


f ^(x)dx — f ^(x-i-ib)dx= — 

* — oO 

/-I -H « 

I /u / •/ X j . . "TT eii"» 7 t 

I [X -ir w) dx = — h 2 tTre'"'''^ = , 

•v'— 00 SI H TT si n m n 


et par consequent 


e">-x dx ^ eiin\’in -h) 

/_ oo ~~ sinmi: 


Mais on pent poser: 6 = stt — A, h (5tant compris enlre — -n: et 
4- Tc, el nous Lrouvons ainsi 


Soit, en second lieu, 


• + " e’>'^ dx qI/hJi 

-» sinwTT 

QUIZ — gnz 


les constantes ni el /i ^tant moindres que I’unil^, de sorte que 
4> {ix H- a)eL d> (^ix — a) soientnulles pour a infini. En supposanl 
^ fonction propos(^e reslera finie a I'intt^rieur du rectangle 

et I’on aura S = o, d’ou, par cons(5quent, 

C dx = f H- ir.) dx. 

d — oo 00 

Mais nous avons 

^nix onx 

<I>(.r H- iir) = — H ^ , 

et de cette expression r(jsulle iinmddiatement la valeur connue 


. H- M g/njc g/iut: 


ghiK gi/rnz 

sin/ZTT sinm’ 




coinTT — coimir). 


J’arrive maintenant k mon objet en appliquant les r^sultats qui 
precedent ^ la determination des integrales, 


sin /? dz 


(^gutz^ e~mz'^ (( cos/i) dz 


sin h. 

6'= -f- (2 a cos A 


= .1 __j 


donnera 


sii, /j dz 


j r Qinih Q-imh T n: sin 7?iA 
t^|_sin7?^7^ sin/?iT:J sin 


-f- e-^ -t- Vi cos A 2 


Pour la seconde, j’emploierai la decomposition suivante : 


4 i sin A( I -5- cos A) 2 7 sin A e i 

(e" — i) ( e® _f_ g — : 2 cos /? ) — i gz-ih^i 


el nous en conclurons au moyen des forinules 


= — 2 ^^ colm-Tr, / 

c' . f. 


gmz — g-/«2 ^ __ COS 

gz+ih^ ^ " sin/?; 


la valeur cherchee 


r^'*' (gwz— e-/«s) (i -t- cos A) 

, , (e- — i) (e^H - 2 cos A) 


cos /?lA cos TWTZ 


Ramenons encore ces int^grales a avoir pour limites zdro el 
fini, on obtiendra ces formulas 


sin/nA i T " f g-z/tz) sin A 

iin/mt <y 0 e- + -+- 2 cos A ’ 

os/?i 7 r _ t (e2+ i) (e"'5 — g-zztz ) (r -f- cos t 
z ~ ^ Jf, (e=— i) g-s-f - '2 cos A) 


cos/TtA — cos/?i7r _ t r” (e^ + i) (e"'^ — g-mz ) ^ cqs A) 


ou figurent des fonctions paires de la variable sous les signes 
tegration. 

Elies donnent le resultat auquel je voulais arriver en fai 

m = ^etA = 7t(i — 2 a;), de sorte que "k soil compris enlri 

el +71 el a? entre z^ro etrunitd. II suffit, en elFet, de reinpls 
par 7T5, pour avoir 


cp(a 7 ) = 


sinX -+- sin(2a7 — t)X 


r I . r°° 

— I sin 27 ra? / — 

2 2 / 


gXz _|_ g-X= 


_j_ g-ltz — 2 COS2TCa7 


sun LA FONCTION DE JACOB BEBNOULLI. 
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et 




cosX — cos (2 a? — l)X 


2 sin X 


■( 


( + I ) ( fiXj — g-lz ' 


(gits — 6 - 1 ^“ — 2 C 0 S 2 TCa 7 ) 


r/z, 


et I’on voit imm^diatement que le ihc^oreme deM. Raabe setire de 
de la premiere (^galite en dgalant les coefficients de 1-'^ dans les 
deux membres. Mais onparvient, en outre, aetendre de la maniere 
suivante, les importantes propositions de M. Malmsten a I’egard des 
polygones B"(x) et B[x). Remarquanl que les d^riveesd’un ordre 
quelconque par rapport a X, des deux intdgrales 


r 


oXz g~\z 


dz, 


r 


gKz^ — 2cos2T:a? 

(gits _l_ 1) ( 

(gitz— 1^ e“'^‘ — 2 cos 2 7 ta?) 


dz, 


soiit essentiellement positives si X est lui-m^ine positif, nous en 
concluons, en efTet, qu’en supposant X comprls entre z(^ro et tt, si 
I’oii fait croitre x de zero a I’unitd, les d(5rivties de la fonction cp(.z;) 

par rapport X, seront toutes positives de^ = oaa? = ^eL nega- 
tives de X =: ~h X = 1 , tandis que la fonction et ses d4ri- 

vees par rapport a X seront toujours nc^gatives de ^ = o a? = i . 

Je rattaclierai enfin les ddveloppements en series de sinus et de 
cosinus des arcs multiples de 2 'kx que Raabe a donnds pour les 
fonclions de B" {x) et ^ ces foi'miiles connues, et qui 

subsistent entre les limiles x — o ei x =1 \ 


o(x) — h "n: 

‘ 2 


sin 2 t: a? 
X.''* — tt’-* 


2 sin 47137 
X* — 4 tc 2 




- COtX 

2 2 A 


TtX 


COS 2 TT . 57 
X* Tt* 


3 sin Giro? 
A* — 971* 
cos 4 7:37 
X* — 4 



cos 6 7: .57 
X* — 977* 



II suffit, en effet, pour y arriver, d’dgaler les coefficients des 
m^mes puissances de X dans les deux membres. 



SUR LES 


DEVELOPPEMENTS DE F(x)=^sn-xcn^codn^x 

OU LES EXPOSANTS SONT ENTIERS. 


Academic royalc des Sciences de Stockholm, Bihang III, 
n“ 10, 1875, p. 3-10. 


Le mode de calcul que je proposerals r(§siilte de la propositii 
suivante : 

Soil S' [z) une fonction uniforme ayant pour p^riodes 2 
et 2i¥sJ', si I’oii considere un rectangle dont les cdt^.s parallel 
aux axes Ox et Oy; soient AB= 2K, AD=: 2 K', la somine S d 
residus de S (z) pour les valeurs de I’argument qui r^poaden 
des points compris dans I’int^rieur du rectangle est nulle. 
ce que donne, en effet, I’integration de S(z)dz suivaat le co 
tour ABGD, car en appelant p pour un moment I’aflixe de A, 
obtient ainsi la relation 


j p-n. piiiv 

' £( p + z) dz -h I i{p-^iK-\-z)dz— I £{p^ z)dz 

0 Jn v/n 


2;K' 


-i: 


£ (^p 'X i K. “1“ z ^ dz — X i 


OU bien 


[i(/?-l-^) — £(p xili' -h z)] dz 
n 

f [£{p-\-z) — -t- aK-H- .3)] = iiTrS, 

n 



i(z 4 - 2 K) = i(z), S{z ‘liK') = iF(z) 


donnenL sur le champ 


S = 0. 


Ce principe posd, je dlsLingue a I’dgard de F(i!;), d’apres les rela- 
tions 

F(a:' -i- 2 K) = ( — F(a7), F(a7 -t- oAYJ ) = ( — 1 )''*+^ P''(a7) 

quatre cas difl'^rents, suivant que la periodicite dtant celle de sna;, 
cn:r, dn^.', sn-a?, on aura 


(F 

(II) 

(III) 

(IV.) 


F(a; -h 

■iK) 

= ~ F(a7), 

F(x-h 

2iK') 

= 4- F(a7), 

F(a? -|- 

aK) 

= -F(27), 

F (a? 4 - 

2iK') 

= — F(a7 , 

F ( £r 4“ 

aK) 

= -4- F(a7), 

F ( .27 -h 

aiK') 

= — F(a7), 

F(a7 4- 

2K) 

= -1-F(27), 

F(a? -h 

2 iK) 

= 4 - F(;i;), 


et j’en ferai successivement rapplicalioii aux fonctions 


F(-) F(g) F(g) 

sn(.r — z)' cn(a! — s)’ clu(a; — 5j’ sir''(a; — z) 


Considerant d’abord le premier cas, j’observe que toutes les 
valeurs de 5 qui rendent le numdrateur infini et le ddnominateur 
nul sont 


z = i K' ■+■ 2 m K -h 2 ni K', a = a? -1- 2 m K -H 2 niK', 


m el> n dtant des nombres entiers. On a done, 4 I’intdrieur du 
rectangle ABGD, qn’^i consid^rer deux quandtds qui peuvent ^tre 
raraen^es ^ 2 = z = ^, pour en ddduire les rdsidus corres- 

pondants, e’esL-a-dire les coefficients de ^ dans les d^veloppe- 


raents suivant les puissances ascendantes de e. 




ti r*Al oiToi 


iinv'xxTiMnY Iac cAnlc 


de F(fK'-t-e), 

l/aT'TVioc rtin /^nn — 


A*n 


r ( £ K -t— £ ) — As ^ -f— Ai Dj £ ^ — i— . , . A/j Ue s 


En mullipliant membre ^ membre avec I’^galit^ suivante : 


sn(a; — jK' — e) 


ksn(x — e) = k 


£ £ “ 

sna7 D,^ sna; H T>% sn .r -4-. . . 

I 1 , 0 . 

^ TTi T: n Dx sn H- . . . J . 


il vient, pour le coefficient de | dans le produit des sccoikIn 
membres, I’expression 

A:( A sna? -t- A] D.^ sn a? -4-. . ,-i- A/^ DiJ sna?). 

L’autre residu correspondant a z—x 6Lant ^videmment — F(./ ». 
la relation S = o donne la formule 

F(a7) = A:(Asna?-4- A, .D,csna7-4-. ..-h A„D;[' sna?). 

Dans le second cas, oii S {^z) — — -r -^ — -? le d6velop[)eiiu*ui 

c n { cc z j 

de — ; ^77 conduit a un calcul tout semblable; inais 

cn (a? — t K — £) ’ •' 

serverai que, ayant 

— = — — cn(a7 — K), 

cn(a:“ — fK) k ^ '' 


on pent poser 


^a^-VK'-s) =-^[cn(a;-K)-iD,,cn(a^-K) 

+ cn(a7 - K)— . . 

multipliant membre avec I’^galite pr^c^demment employ(5e 
P (i K' + e ) = A e-i 4- A, De e-i -1- A 2 D| e- 1 -h . . . 



— [A CD (a:' — K) -f- Aj D,,. cn(x — K) -4-. . . A„D” cti f.r — K) j. 

Maiiitenaiil, [’equation en(^.- — ;) = 0 donne la solution 

z = .?• — K , 


et le residu qui lui correspond 0 pour valour 


d’ou la relation 


F (.<r — K ) 

7 ? 


Via; — K) = iVi'f A cn (a? — K) -+- Ai D.t on (a;' — K j -t- . . . j. 
el, cn clian^eant x en x -f- K, 


F C »• ) = i/.- ( A c n -h A 1 D.,,. cn x -t- . . . -t- A „ D c n x ) . 


I.-e troislojiie cas, en laisant usage de la relation 


T 

(1 II ( X — i K'; 


— /•' (III (a- — K — i K'), 


donne dc m^nie 

F(a;) = — t( A dna: 4- Ai D,c clna- -h. . .-f- A«D”, cln a?) ; 
iiiais la t|ualriemc se pr(isciiLe diHoreimnent, le rdsidu de la fonc- 
•■•on ^ 6 VAnt on obtient, en eflet, 

P'(.r) =— A-2( A sii2.r -1- A|D,c snAr . .-1- A„D^ sa^a?). 

Or, le thdoreme S = o, applique i\ la fonction F(3), remplissant 
acluellement les conditions ; 

F(5-i-aK):;= F(^), F(::-+-2 jK') = F(^;) 

et qui n’a qu'un setil rdsidti, fait voir que ce rdsidu est nul. Ayant 
ainsi A = o, on parvient, en integrant les deux membi'es, a la 
relation die relume 


F(x:) = const. ~ k^-(Ai sn’-a; -h AaD.^ sn^a; . .4- A^tDjJ-i.sn^a?) 

mil ilr»nn<ai>ci loo ..... A 


A,, . . . , le develop|jemenl de F(.r) eii serie de sinus ot dc ( 
Ce point c'tabli, jc reprends I’ci^alite 


F(i K'-i- £ j = Ae-' Ai l)r£ • -H. . .-f- Art D" £- 
et, observant que les fonniiles 


sn (i K'-l- .r) 
cn ( f K' -f- x) 


k sna" 

<1 n X 
ik sna; 


k' 


ik sn ( /I'ar, 




, , en.r i 

(1 11 ( ^ CC ) — = : PT” ? 

tsna'/ sii(«r, A ) 


permettcnt d’ecrlre 


F ( L K' -+~ x) 






sn^’(ta:, k' } 


je suis amend a in’occuper de developpement de sni 

puissances ascendanies de la variable. Or, un inoyen .si 
Vobtenir rdsuUc de la formiile snivante : 


k + ik' 


k -+- ik' k — //>•' 

sti I X, 


k -t- ik' 


r 

Ml X 


SI) ( IX 


ix, k' ) ’ 


car, en posant 

de sorte quc 

tin (/i ) = a -4-. ^ k- -+- Y k'* -4- . , . H- p /i2«~2 -I- a /i-" 


on en ddduira 

( A- -I- ik' ) 2 " 


■2 S«- I 


llrt 


% ) =nrt(A)4-(-i)'MTrt(/d}, 


k - 4 - ik' 


et cette relation determine les coefficients 3, r. 


au 


k = coses, 


k' = sin o, k ik' = e‘?, 


on aura facileincuL 


G4[n.v(/c)-Hri,v(A-')] 

= I ()3 at -f - 1 o.{ (i -+- 48 Y -I- ( -I- 24 P -+- Y i 4 ? H“ cos 80 , 

puis 

( k -l- ik' f ri/,. ^ = 5( a cos 8 ep -t- •>. p cos 40 - 4-7 

eL, par consequent, les equations suivantes : 


cl’qii I’on tire 


lf.v(/0 = 


Y ~ 2 (i 63 a -r- 104 P 4 - (87 )> 

P = 28 a 4- -->.4 p -h I (j Y ; 

1 27 — 284 /c^ 1 8() k ’* — 2S4 /i''' 4 - I •>.-} k 

10 X f V. . 3 . 4 . 5 , 6 . 7 . 8 ) 


Le developpement de — me seinble aussi meriler une allen- 
‘ ' sn*a7 

tion parliculiere, et je remarquerai en premier lieu (pie, on posant 

__1 _ J 1 _ tj} (/-) <^2(/l)a72 ‘l>„( 4' 4-. . ,, 

le coefficienl s’obtient au moj'en de rb;(/>') comme il suit : 

-I) j^22"-Mf„(/.-)4-(- /• )“"![„ • 

G-est la consequence, en elTet, de la relation 


== D f — 4 - 

a- saa? / 1 4- /c . 1 — k \ 

i2 — sn ( t.r, r 

2 L \ 2 i-+-k/J 


et inversement en partant de celle-ci 


2 t(x-i- X:) 2 ^ 

/( 4 - /c . I — /c\ ' ’ 


sn.r sn^a? 



I — 1“ h 


A: -+- ik' 

I - 1 - cn 37 

f Ic — H tic Ic — i/c \ 

S 11 X 

^"1 2 ^’AH-.-A-'j 


H-A-' 

I - 4 - cl n X 


S 11 



I (l 01137) (l -4- (111 37 ) _ 


„ a: sn-x 

Sll2 _ 

2 


j’en Lirerai ceLl.e derniere conclusion 
L( I 


I -H A- . I — k' 
IX. 


- 4 - 


S 


i-H/r 

I -+• k' 


I -+- /f' I — k’ 

37, - 

•i I 



2 




sn 


r- _ 

2 


0 ^ 
sn2 - 

2 


k -T- ik' 


k -+- ik' k — ik’ 

37, 


k ”H ik 


X Sn'^37 


2 (r -H A:-) = 0 , 


qui donne, pour le calcul direct de <!>/, (/r), la relation 

-t- (- i)"(i -4- A:)2"4>„ = (4"+ '-i) 


Mais une remarque est d’abord a faire sur la forme algebrique fl( 
polynoraes 4>(A'). Les ^galites 


sn[ /c37, -T ) = A:sna7, 


-+- 


sn-37 sn-(^i37, A'' j 


montrent, en eflet, que 


kin^ 


:(i) =‘<•-.(0. 


^«(A:') = (-r)««i>„(/0. 


noines entiers de clegre a satisfaisant aiix conditions 

cp(i ■— a?) = f — i)'^ 

Supposons d’abord /i impair; enfaisant a? = ^ dans cesdeuxcga- 
Jiles et ^ = — r dans la premiere seulement, on en conclura 

9(^)=0, (p(70=0, cp(— i) = 0, 

par on Ton voit epic o(^) conlient Ic facteur 

(a.‘ -t- r ) ( •A.r — • ) ( a? — '?- )• 

Soil done, pour un moment, 

a(.z') — (a? -I- i) (aa? — i) (t — ' 2 ) (|;(a7) ; 

le polynome de degre pair ^(a?) sera r^ciprocpie et verifiera la 
condition 

ii(i — a?) = 

car le produit (a; -i-i)(2:c — i)(^ — 2) change de signe (piand 
on y remplace .t par i — ,r. Le cas do n impair est ainsi ramend 
cl celui de n pair qnc je vais considercr cn yiosant /?. ~ 2/n. J’oh- 
serve a cet elTet cpie, en posant 

cpi (.a?) = 0(37) — A(a 7 “^ — a; -+■ 1)'", 
on A est une conslanle arbitraire, on aura enimre 

91(1 —«■) = 

Gela posd, determlnons A de manlere c{ue 'ft (- 3 ?) admette la 
racine x = 0; la condition 

cp,(i — a?) = oi(a?) 

fait voir qu’on introduira en rapine temps la racine .2: = 1, de sorte 
e[n’on pent I’aire 



Cp 2 (.I X) = Oo {.X j, 

^•2/«-3tp, _ — ^2{X) 

({ui donnent pour x = i 

c52(i; = o et 02(0) = o; 

done, comme tout a I’heure, ^■>{oc) admet le facteur x{i — x)^ par 
ou Ton voit cjii’on doit faire 


d’ou I'esullera 


Oi( x) = [x{ \ — C 5 ;j{a;), 


(P3(l — 37) = tl^^{x), 


03 




Alnsi 0;((x) est un poljnoine de ineme nature que niais 

du degre 'im — 6, de sorte que, cn raisonnant sur le nouveau 
polynome conune sur le precedent, on arrivera de proche cn 
proche a I’expression clierehee 

0(37) = A(a72— ,r -f- 37 {x- — 37)= 

-f- C ( 372 — ,r -H {x - — 37)'^ 

+ 

-t- L(372 — 37 1 )'" ^I>{X- 37)-/q 


p ddsig'iiant I’entier contenu dans —y et Ton en coiiclut, en fal- 
sant X = /i -, 

a»,t(/0 = A(I — B(|_/c2A'2)m-3/:4//v 

G(l /f-/c'2)"i-6/c8^'8 I _,^1 _ /i:2/c'2)m-3r/f4r/c'4/\ 

Cette iorine, canonique si je puis dire, des coefficients du deve- 
loppeinenl do 7^^ suivant les puissances croissantes de la variable, 

contiendra au plus, sous forme homogene, deux coefficients in- 
connus, jusqu’aux limites n = io et /i=:i3, suivant que n eat 
pair ou impair. Et si 1 on ^crit pour abreger 


4>„(/c) = £H(i — /c2/P2)w-3A(/,77.v)2A, 


( I -t- (- T ) = :SH( I -hi4/r2+ 

( I -1- // )2« <I>„ ^ = S I-I ( 1 6 — 1 6 X-s H- )'«-- 3 A ( 4 /,' k'* )2 A, 

(4- = x II( I - iGA-2//2)/«-3/i( 4 i-47r')3A, 

qui permelleiit d’einployer la relation 

,A.+ + (, + //)=..].„ 

_t- (, A)2/tci, j = Hi"- -¥■■}.) cT>«(/0. 

Soil, par cxomple, 7i = 6; on aura 

<l\{k) = A(i — /.-’-A'ipH- B(AA')S 

et I’liypotlieso' particulitu'e 

A-2/c'i= I, 

d’ou I’on tire 
puis 

1 - 1 - 1 4 A* M- k'*= I 1 6 — i 6 A*-i- A* =— i5/c'2, i ~ iG A-2-+- iG A'* = — i '), 
et enfin 

(4 AA''')2-h- (4AV£')2+ (4aA'j2=: — 48A’^A'^ = — 48, 

(ionduira a l’(5galit(!; 

i5® A -(- i38iB = o. 

Soit encore n = 4 5 la valeiir (A) = A.(i — A-/d“)- qui est 
iniinediatement connue, nous tirerons celle de tli(/s:) au moyen 
de la relation gen(5ra]e 

a 2 «-i(.,,n - i)ri„(A) = ci,,^(A) - (- i)«(' /O'" ( 7 ^)^ 

et Texpression pr^ciideniinent calcul(§e se retrouve, en elTet, sous 
la forme suivante : 

127 — '^84 A2-+- 1 8GA'* — ‘>.84 A® -I- i2yk^ = 2’^(i — A* H- A’'-)^ — (r + r 4 A^-i-AO-- 


SUR UN THEOREME D’EISENSTEII 


Proceedings of the London Mathematical Society, t. VJI, p. 17^ 
Read april i 3 th, 1876. 


M. Heine en donnant Ja demonstration da ilieoreme ce. 
d’Eisenstein, sur les developpements en serie des racines 
equations algebriques, f{y^ oc) = o, dans le Journal de C 
(t. 48, p. 2 G 7 ), y a ajoute cette remarqne extrdmemeiit in 
tante, qu’on pent ramener les coefficients supposes comm( 
rabies d’lm tel developpement, a etre tons entiei’s, sauf le prei 
par le changeinent de x en kx {'). C’est nne simplification 
metliode employee par I’eminent g^ometre, qne je me pi’( 
d’indiquer en pen de mots. Considt^rons d’abord I’ensembb 
divers d eveloppements ordonn^s suivant les puissances entici 
positives de la variable, qu’on pent tii'er de I’eqnation prop 
J’observerai avec M. Heine, que si deux ou plusieurs d’entrc 
cominengant par les monies termes, ont la par tie commune 


la transform ee 
obtenue en posant 


n-i- 6a7 H- . -i- kxi‘ , 


F(5, x ) — O, 


JK = Of -\r.bx + . . ,-f- kxi^ zxP+^, 


.{'■) Note added by the permission of M. Hermile. — This remark bad 1 
been made by Eisenslein Jiimself : His Words arc, Endlich kann statt x 
ein solches Vielfache von x gesetzt werden, dass atle Coujp.cienlen der 
in ganze Zahlen uebergelien (Sec Eisenslein’s note in the MonaLsberichU 
Berlin Academy for July, rSSa, p. or the extract from it an earlier p 
M. Heine’s in Crelles Journal, vol. XLV, p. 285). H.-J.-S. Smith. 


necessairement inegaies. L<ela etant, et designant i une d elles sup- 
posee commensurable par :;o, je raisonnerai sur I’equation 

F z= (Z -h Zq, X) = 0 . 

qui sera par const5c[iieiit cle la forme suivanle : 

m 1 T ■+■ ?yu X- -h m3 . . 

-h -3 ( /t -T- nia7 -1- . .) 

pxx p.ix’^-\-. . .) 

-t- 

-+- -V- Siir-+- S. 2 ^“ + - • •) = 

les coeCficienls <^tant des nombres entiers el ii devant essenlielle- 
inenl ^Lre suppose dilferenL de z^'ro. Soil maintenant z = nu el 
X — n-t] il vlendra, apres avoir divise par n-, 

niit-v- . . 

-H ». ( iH- an 1 ^ -f- li^ n-it- 

-4- iiP'{ p n- p\t + n'* pil ‘^-\-. . .j 

-H uV-nV- -(5 -t- n^-Sx t -h tFsiV^->r.. . j = 0, 

relation que j’ecrirai ainsi 

ni\ t. -(- m.’ii"- . . . 

a = — 7 — 

I -h nn\ t -A-. . . 

„ p-^ n'^pxt^... 

— : 

I -i- nn\ if . 


ou encore 




,9 -H ^ - 

1 -i- «rt, f + . . . 


tl — M 1 < H- M 2 • 

+ M*(P-4- -+-•••) 

-4- (Q H- Qi < -t- Q 2 H- ••• ) 


- 4 - 4- Sif-h Sjif^Hr.--)) 


en observant que les sdries infmies introduites dans le second 
inembre out toutes pour coefficients des nombres entiers. Faisant 


Ct^ • — . jVl2 “H P I j 

Ct-^ IVlg — % P Ct^ -f- P 1 J -f“ Q j , 

(|ui dc proche en proche donnent les quantiles ao, a^, ... 
en fonctions entieres et a coefficients entiers de Mi, Mo, P, 
P,, Po, .... Nous demonlrons immediatemeiiL ainsl le resullal 
decouverl par M. Heine, que la serie infinie qui satisfait Ji [’equa- 
tion algebriqiie entre t q.\. a a tons ses coefficients entiers. El si 
I’on revient aux variables .r et on aura cette expression 


n 


9 '■f a 1 

— - 

/l'* /is 


. . 4 - 


• .r' • 


que je vais considdrer a I’egard de la puissance fractionnaire du 
binoine (i — .r) . Nous Lrouvons alors cettc consequence que 



I . . 3 . . . t 

m (m -h ii) ( m -r -x n ) . . . \ m. -+- ( i — i ) ] _ cii 


c’est-a-dire que I’expression 

m{ m -T- n) ( in 'X a) . . . \ in { L — On] /i‘“ ^ 

I . 2 . 3 . . . J 


est toujoiirs uii nombre entier 

Le precede, dontje viens de faire usage, s’applique egalemenl 
aux relations transcendantes. Considerons, parexemple, I’equatioii 
de Kepler 

y = a X y, 


on fera jK = 
ou plutdt 


a -h iiy et on mettra la transforin^e 
a = a; sin (a -V- u), 

u = a? sina ( I — — u'* — . 

\ 2 •X\ 

-f- X cos ai u — “ H E. , 

\ 6 .120 


, . „.?’Sina „!TCOsa 

u{\ — X cos a) = a? sin a — u- : 


Nous somines ainsi ainene a introcluire, au lieu clc .r, la quanlilc 


1 — X COB a 

(Icvicnl, en ell'et, 


; cii la designant pai’ pour uii inonaenL, requation 


y .Sent a 

U — Q — u-~ — ^ , 

u () 


cl I’on Lire Ires facilcmcnl 


•>. t) ■ ■ ■ ’ 


Dans les Amiales de V ObservaLoire de Paris^ M. SerreL avail 
deja fait la reinarque, que la valcur tres simple i(. = si c’osl-a-dirt 

X e i II (I 

y ~ a-{ , 

1 — X cos a 

doiinait line solulion approcitce du inobleme de Kepler, cn iicgJi- 
geaiiL seulementle cube de I’excenlriciie. 


JiXTRAIT 


d’une 

LETTRE DE M. Ch. HERMITE A M. L. KONIGSBERGEl^ 

sun LE 

DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS ELLIPTIftUES 

SUIVANT LES EUISSANCES CROISSANTES DE LA VARIABLE. 


Journal de Crelle, t. 81 , 1876, p. uao-ap.S. 


Je me suis occupy de ces polynomes rationnels et eiitiers p 
rapport au module, qui se presentent dans les developpemenls il 
fonctions sinamic, cosama; el Aamx suivant les puissances cro 
sanies de la variable, el donl les premiers seulement out ele e 
cules. Si I’on pose 


sill ama; = u ■ 


cos ama" = r 


A am a? = [ 




IJ 2 T-> 


O'" ■ 


1 . a , 3 

1 . i . 3 . 4 . j 

1 . a . . . a m ■+■ 1 

< 0 ., jr- 


(a 2 .r^ 


l)w 


l .a 


1 . a . 3 . 

1 . • . a m 





O'" 

IS,,, a ? 2 m 

I .a 


tv 

cc 

1 

1 . a . . . a ni 


-P* I 


i 


vous savez qu’on a ces expressions 

ni P 1 -t- P 2X^-1-... - 4 - Y .-"‘ , 

I -+- Qi -i- -t- ...+ Q, , 

Ro '^" Riy.* -i— Rj'/.*’ •+• . . . — i— 


avec les condilions 


relations tiroes cle la transformation dii second ordre, tclles (|U(! 
celle-ci 

. , . r . . , , ■/.-+- 1 

( X -f- ix ) cos am (x — rx ).r, 

-t- (v. — tx') cos am (x iy.')x, ^ =s sx cos ain^a?, x), 

L X -t- iX I \ 1 

cjLie j’ai employee autrefois ))oiir le calcul des quantites lllV,;,, nc 
paraissent pouvoir conduire a I’expression ydnerale en fonction 
de m, des coeflicients des diverses puissances de x. C’est en sui- 
vantune anlre voie que j’ai obtenu les resultats suivanls, qui en 
montrent la composition arithmetique. Considerant en premier lien 
le polj'nome on aura 

pip, = y.m+l _ 8 3 ^ 

f'iP 2 = — (S/n — 4 ) -t- 32 ni^ — i 2 /?i — tp, 

4 « P 3 = yiJii-hi — ( 8 — 12 ) -u ( 3 ‘i in - — 88 /ii -h 3 o ) 32 

— — io 5 C)ni^-+- " 5 \>.m ~H 471)1 


A. I’egard de IfiCt,,, je trouve semblablcinent 

42 Qi = 32 '«— 8 /n, — 1 , 

44Q2=: _ 8)3-"H- 32m2— 48m — 9, 

46Q3 = — ( 8 ,)i — ,(;) 52 w_|„ (32/??^ — i20/?i H- 82 ) 3 -"' 

— — %BHrn^-+- 320 /« H- 297), 


Enlln pour on obtieiit ( ' ) 

Po= 22'"'-^ 

13 , = [ 2 -''‘ — 8 m 4 ], 

13,= 22i»-u>[32i'‘— (Bm — i2)22'i‘-+- 32m® — 88/n-|-3i], 

Rg = — (8/« — 20) ( 32 //?,® — r 5 a ni -r 148)22''" 

— ( 25 f)/n 2 — 1 728 m 2 -t- 3 o 8 om — 900)], 


(') Nous avons lieu de penscr, d’apr^s les calculs de M. Bourget, quo les for- 
mulcs (loniiant Qg ct Rg ne sont pas exactes; e’est ce que montre la consicldration 




ICS >uuuir.s 


iuri>L[ut; id iiiutJUit; iiiuiiiurc t|uc i uaitc:^ 

I i in lies, a savoir 

?'//) ■•*• 

1 .•>.... ( i ni -h \) X ’ 

©" in ‘-^ 

l.•2...■i»^ XK'-'""*''’ 

III 

1 . ... 2 m “ * 

li en resulte qiic les tleveloppeinenls en seric, de sinam.r, 
cosam^a;, Aam^r, tendenl de plus en plus a se confoiidre dans 
leurs derniers termes, avee ces simples progressions 


— . I 9, / 

0^2 

■ 1- 

. 97 * 


' K'2 

— J— 


(— ( 

X- 

[ . 

x'^ 

xK.' 2 /«-+-! \ 


_t_- 

K'* 

(— iV"2..r2"‘ ! 

X- 

. 1 

x'> 






cL par suite seront convergenis, lorsque le module dc la variabh* 
sera moindre que K.'. 

Voici, apres les quantiles deuxnouvelles .series (1(‘ 

polynomes, to„t definies paries relations suivantea : 


sin am a: 


sin- am.r 

ct qui prdsentent quelque intdrdt, comme j’espere vous le monli’eiv 
On a d’abord ces expressions 

5in~ So — • S , x2 + S 2 x'‘ — . . . -4- (— I )>"■ S /n x2 , 

^ 1 , 1 = To— T,x-H- Tjx^-. 

ot les coefficients qui sont toujours commensurables mais non plu.s 
enliers comme precddemment, sont donnes par ces formules ou 11, » 


= 1- biar ■ 


H- ^1 -+- 


lloO"'* 

1 . V. . 3 

.r- 
1 . 2 




\ .2. . ■{‘i.ni — I ) 

•'r 

I . 2. , .(2/n — 2) 


H-. . 


I 

c _ z : R 

Dl 

4 S 1 = (— I )'" + U ( — I ) B,n , 

43 S, = (— O'” ( 8 m — 9 ) -+- ( 8 m — 1 4 ) ( 0 B,„, 
4583 = ( O'" I'iSz/lH- lOI 

-H ^ (C4 ni- — -+- 4 (()) — 0 

.1 


Ti = 2’-”'-O0„, 

Tij = (— I )'" o 2 //t -7 -I- ( 4 ,n — 7 ) ‘>2 w-B B;„ , 

T3= ( — O'" ( — a)a2"'-8-i- -i (4 in - — ‘>.1 in -t- B,;,, 


ces clernieres equations relatives a clevant etre appliqu^es seu- 
leinent a partir cle m. — a. 

On a, ensuite, cii supposant qiie m soil iin grand noinbre, les 
expressions liinilcs 

inzzz ^ a _ (-0'" 

I .- 2 . . .('J/n — 0 (aK)!''” 

__ /\m — \ (— 1 )'” (4 /H — 0 ^ 

I .'A. . .(am — a) (a K)®'” (aK'}'^'” 


Elies niontrent one les ddveloppeinents cle ^ sont 

I ' ^ sin a in cp Sin'S a in if 

cunvergents, tant qiie le module de la variable est au-dessous de la 

plus petite des deux quantit(5s aK et 2 K', ce qui est encore la 

(mnelwsion, que donne imm(^diatement le thcorfeme de Cauchy. 

C’est a l’(igard des polynomes et '91, « qu’on tire de la tli^orie 

dc la transformation dc nombreuses propriet^s que je vais indiquer 

succinctement. Les premieres et les plus simples r^sultent des 

eq nations 


sin am 



= V. sin am (a:, v.), 


les conditions 




II = II (•/.), 

fiJ (■/.') = ( — I )"' <l’(x). 

On en deduit aiseinent pour <I'(x) los consequences suivanUis ; 
supposant en premier lieu que m soil pair et posant m~in, nous 
aurons cette expression eanouique 

fl> ( y. ) = G ( I — y.- -r- y.^ j -f- G i ( i — y.- -j- •/.'■ j " v. * y~"* 

H- GiCi — y.’-H- y>)«-Gx8-/8_^. . ( I — y.2 -t- l> vM’y."' I‘ , 

oil p est rentier contenu dans Sup[)usons ensuite m = H- i ; 
la forme anal^'tique precedente n’est modiliee que par rintroduc- 
tion (111 facteur 

(H-x 2 )(-.i — y. 2 )(i_?.y. 2 ) = cp(y.), 

et I’on obtient 

tl>(y.) = o (' a ) [H(i _ x 2 _|_ — y.2-i- -t- . . , . 

-h H 7 ( I — x2 4- x4 )«-1-3<7 y.4v ] , 

(j (itant rentier contenu dans — • Si nous continuons cle designer 

par B,„ le nombre de Bernoulli, les vnleurs des premiers cdel" 
licients G et H seront 

G = 

n 

G| = — i 5 . 2 ^«— GBjrt, 

G’ = — + (240/1 — 745) — (r 8 o/i — 9495)^"'"^^ Bo/d 


2/1 ■+■ I ’ 


_ 201-6 _ O — 93)2'^»-SB2„-, ^ 
2/1 + 1 ’ 


Void maintenant les propri^t^s alg^briques remarquables aiix- 


relaiions 


X 


I -f- •/. . I — •/. \ si II a m ( i X, yJ ) 


I -t- '/. 


\ -i~Y. 1 — yJ 

— 7 — 


sin am (t, y.) 


sm am ( - 

iy. 

iyj 

sii\ am I i'AX, — 


•/■ -t- I y, y. — lyJ \ sin am («•, y.) sin am ( ix\ x' ) 


\ •> •/. i yJ 

aaxquelles je jojnclrai encore celle-ci 

I __ (i -+- cos amir) (i -H A ama’) 

. „ X sin'-^ama? ■ 


j’en dcduis les di verses consequences suivanics. 
Soitd’ahord, pour abreger I’ecriLiire, 

1 1 ' = r — 1 ) '« ri ( x' ) , 1 1" = ( •• - 1 ) >n y.2 r 1 1 1 

puls 

lJo= (—!)'« II 

lu. = (x -1- iyJ n /i— ^ V 


on aura en premier lieu 

Tro= 11 "), 

u,= ii), 

112 = 22 /«-i(rt -H n') 


et il est aise dc voir que I’une c[uelconque de ces equations sufdt 
pour determiner sauf nn facteiir constant les coefficients dw poly- 
noinen(ir). 

Je remarquerai ensnite C{ue se conclut immediatement 

de n(x); on a, en effet, 


4 >(x) = 


{•xm — 1)2 * '^‘-2 


(ifH-ri'-i-n"), 



Ces resultats manifeslenl onlrc n(>'.) fit d<^[>^'ndance re 

proqiic, que ne poiivail i;u6re fairc prevoir leur origiiic; ils 
duiseiit aiissi a remarquer les tleux c.ojnbinaisoiis lincaires si 
\ antes : 

0(y.) = (aw-i-t- i) ■ -{■xm — ][(•/. ), 

— i)'l>(/.) — {xni — 

Nous auronSj en eflcf, 

( H- 7. )’-'« H j = (— lyn X»^ 0(7.), 

(l 4- 7.)2/«tt,y_^ \ = ( — ()m+l 2W 0j(y . y 


(•es deux uoiivcaux poh^noincs. 

Jc clierclic eii premier lieu [’expression hi |)liis genernle dos 
[loljnonies enliers de degre m eu x-, lels qu’on ait 


I ( I 


.r2"'cp f — j = 


( r -+- .17)2"' 0 


2'" cp ( ./• I , 


el jc ferai d'abord cctle remaripii! que, si ^{x') cst suppose s’an- 
nuler avec la variable, il conlieut le facleiir . 2 ?-(i — ^-)2. Soil a cel 
(diet-, dans [’equation (a), .r = o; on cii conclut que o(.^) s’annule 
1)01^:27= I et admet par suite le I'acteiir x-{ i — .r-), puisqu’il ne 
renferme que des puissances pairtis do la \ai’ial)le. Or, on jiosant 

(i ( .r ) = ,r2 ( I — .%•- ) 4' ( ^ ) 


rc({uation (i) donne 



= — 4'(ir), 


cr ([ui inontre iminediateinenl (pie '^-^{x) s’l'vanouit pour =±: i , 
.I’ajoutc qu’en faisant 


oil bien 


'^(x) =: (t — r2)x(.r; 
o{x) = .r2f I — .r2)2 ), 

on obliendra a I’ci^ard de y (x) 


( 1 -H 37 j2'" -8 


= yy,r), 


c’est-a-dire les (Equations cai'acldristiques du |.)olynome ()ro|)Ose 
'f{x), en y cbangeant fn en m 4- 

Une seconcle remarque va maintenanl en donner 1’ expression 
gdndrale. Soil pour un moment 

G,(,37} = A(r -+■ 372)"', 




( I -t- XY-’X- ®i j = ‘1"< Oi(X). 

Or, en disposant de A de inanicrc ([uc o, (^x) s^innule avcc .c, on Ir 
j’amene, comme nous I’avons vii, au produit d’uii polynome de 
memenaluro, de dcgre 2 /m — 8 , mulLipUe par le I'acLetir 5 :-(i — 
Operant done sur cc nouveau polynome comme sur le prcccdeiil, 
il cst clair qu’on parviendra de proche en procho a I’expressinn 
ehercli^e 

cj( x) = Ail ->r X- )’X -i- Ai ( I -h )’»-'■> ( I — X- )- 

-t-Aoit-r- x-^ )'«-8 x'>(i~ x^- )’>■■+■.. .-h A,. ( I - .r’- ( — j-i )'■ ' . 

/• dcsignanl I’enlier contenu dans Mais ce resullatno nous siiilil 

pas et nous avons encore a considerer les polynomes qui salisluiil 
aux conditions, 

3,2//) t 5 /l') = o(x), 

‘ V^V 

( t ■+■ X)-'X o ^ j = — 2'" o(x). 

Or, en faisant 


e’est-a-dire 


X--+-O.X — 1 = 0 , 


la seconde equation donne 


o(x) = 0, 


•de sorte que o(x) est divisible par x--h2X — i, et, par conse- 
quent, aussiparx' — 2X — i,attendu que cp( — x) = cp(^'). Ayanl 


■faisons 


(a;2-+- 2x — i) [x'^ — 2x — 0 — — ()a7--f- 1 , 

0(37) = (3?'' — 637--HI)'1/(37); 


on trouvera aisdment les conditions 


3 , 2 //i- 4 - ^ j = ^(^)) 

(t -h 3 ?)-"'-^ l|/ = 2'“-- (I/ (3?), 


si oils eunoiiu|iies ties polynomes (")(x), 0,(x), et, par consequeiiU 
l<^s val<.’;urs de n(y.) cl sous une forme algcJirlque semblabie. 

Vials <‘’<231 Lrop lu etendre sur ces polynomes qui m ont surtoul 
( Ki<‘np)<3 ail point cle vue de I’usage qu’on pent on faire dans le dc- 
V <‘. 1 <> |3po inenL <'u serle des puissances et produils de puissances des 
l'< >iic Li<3iis sinain:^, cosam.r, Aama?. Cette question deja Iraitee 
par M. C.-O.M eycr nLwickehing dev elLiptisclien FuncLionen 

•.>. K T a K ^ , •>. K r „ •>. K x , 

A‘=''am cos'-'am sm-'am / A^ariii clx. 

T. . X T. 

n rtf' ft cIgh Sinus and Cosinus dev Vielfachen von x, ce journal, 
i. x,x-:x.vn) joue un grand role dans la melhodc de calcul des per- 
t 111 * b a lions epic M. Tliigo (jylden a publiee dans les Memoires de 
iSa i nt- l,^<Hersl)ourg {Studien aiif deni GehieLe dev Storungs- 
f h GO t'LG ^ serle, L. W^l), et ou j’ai vu avec le plus vif inleret les 
f'oiicLi oils elliptiqiies rcccvoir une application lieureuse et habile 
a la Vlecamipic celeste 


lamollic'-dc-Meursac ( Cliarenie-Infdrieuro ). oclobvc 187:). 



EXTRAIT 


d’une 

LETTiy^: DE M. Cii. HERMITE A M. Paul MANSIOI 

SUR 

UNE FORMULE DE M. DELAUNi! 


Noiivelle Correspondanee mathinxatique, t. II, 187 G, p. 54-5: 


M. Delaunay, dans sa These siir la clislinction des maxin 
minima qui dependent du calcul des variations (Joiirnc 
M, Liouville, t. VI, p. 212) a donue, sans demonstration, la 
mule sulvanle : 

= D"'PQ — P'Q -I- m.D,';/- 2 . .-i- (— [)»' I>(" 

OLi P et Q sontdeui fonctions dc x, m,, /n.j, .. . etant les ei 
dents de x, x-, . . . dans la puissance (i -f- x On pent Pet 
facilement, si I’on observe cpie tons les terines du second me 
donnent, en d^veloppant les derivations indiquees, des resi 
compris dans cette formule 

APl^H) Q ^ BPO«-l) Q' 4 - evun 2) Q" LPQ': /«) ^ 

les coefficients A, B, C, L dependant seulemenl de m. 
somme peut done dtre repr^sentee par I’expression de meme n 

a PC/n) Q -+- 6 P(/«-i) Q' + C P(/'i-2) Q" -I- . . . H- / PQ( W) ; 

et il suffira, pour obtenir les coefficients nuineriques . 

de faire une hypolbese particuli^re convenable sur les fonctii 


P — (?/'ar-, 


Q = 


On ser;i aiiisi condinL a I’icleiitiU; 

1) w i>+<r.v — f)i ^p'\)in-\ Q{i>-¥-fi)x _4_ ni^p- gl/J+'y -i; — . . . -l- ( — l ynpm g[p+ifx 
aj)'" bpm-'^q . .H- /c/"' ). 

Or, cii cirecLuant les da rival ions cM su])|)riinanL dans les deux 
nieinhres le racLeiir exponendol, elle |)rend cellc lorine 

\ p q )'" — /J H- ^ ‘ H- />i.> p~( p -h <7 -H ( — 

= (//P" -H A/;"*"' -H ; 

eL lo |)rei'nier incMuln’e se reduisant a ( p cj — />)'", e’esl-a-dire 
siin|)leincnL a on voll qu’eu cd'el. les coefrieienis b, ... dis- 
paraissenl., saiif le dernier qni a poor valenr I’unlle. 


Paris, 'j 5 novcrnbi'c 1S7.J. 



suu 


L’AIRE D’UN SEGMENT DE COCRBE CONVEX 


Nouvelle Correspondance inathdinatigue^ l. II, 187G. Question I 


TiiEonkMK. — AMB elant an arc de courbe pLane, convexe 
projette A.sur la langenLe I3A' en B, e.t Von projetle J3 su 
tang elite AB' en A. Cela pose^ si Von neglige les quanLitei 
ciNQuiEME ounRE, Lc Segment AMB est equivalent au -I,- di 
somme des triangles rectangles VA'B, BB'A. 


iSUU UN KXKMPLE 


DE 

REDUCTION DTNTEGRALES ABELIENNES, 

AUX FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Jnnales cle la Soriele sci’entijif/ne de Bruxelles, i''“ annee, 187G, 

|). 


Dans uiie Note du d’cine 8 dii Joariial de Cielle, p. 41G, 
dacobi, eii generalisaiit mi rcsullat obtcnu par Legendre, a montre 

/ dz 
\/i\{z) 


el 


/ - 

oOi Ton supjiose 


lT(i;)=z(i — 5)(f — aO z) ( I az ) {i b z), 

peuvent ^tre ramenees, aux int^grales elliptiqiies, par la m^ine 
substitution 




/c'H-r 


y/i — A® sin^cp H- /i — sin^cp 
dont on deduit les relations 

= ' (*'+ l') [F(A, T) + F(<, »)], 

r" zdz (A'-f-r)2 


Les valeurs des modules /c, I et de leurs compldraents k’y I' sont 



OEUVnES DE CHAULES IIERMITE. 

doiiiK^es ]3ar les forimiles suivanles, on je jDOSC pour abre;* 
= \/( I + ) ( ' “b- />), a savoir ; 


, _ \/h \ rt — ^‘0 

K — , i — , 




— \/aI> 


c 

I -!- \ Uib 


De ce ]'esiiIl.aL, exlrememenL remarqiiable, ne semble avoir i 
tire jusqii ici tl autre conclusion que cclle indiqiice par Jacobi li 
inonic, el <[ul consiste a obtenir la {)arlie reellc et le coefficient de 

^ tlo 

' Si Ton represenle ce 

g Vi — { e H- if ) sill- cp 

qiianlile par I’illuslrc geoineire en conclut, en efl'el, I 

expressions 


A 



B 



en prenant pour les paramelres a cl 0, qui ligurent dans R(^), 
valeurs 

a = g )~ -t-,/ ^ -I- g — I _ y/( I — e )- -H /'^ -T- (3 — 1 

et pour les facteurs g- et h, celJes-ci, 

f- = [v'(.-e)'H-/»-e + r]"=, ■ - IV< ' - ^-1- « - ‘ 1 

\/( I — e -i- I 

Je me propose de faire voir qu’il a one portee beaucoii]) \) 
etendue, et qu’il ouvre une voie nuuvelle, ineme apres les Jiel 
decouvertes de Clebsch, dans la recherche difficile des iiitegra 
de difF^rentielles algdbriques, qui peuvent se rdduire aux fonctic 
elliptiques. II ofFre, en effet, le premier exemple, et le seal con 


eii preiuinl 


dz I C dx 

v/R(^; \/{.>.ax — b)(x- — a) 

4^3— 3a:; 

X — , 

a 

et, si Toil j)0sc ensuile 

•^z^ — b 
^{z^—a) ’ 

on obliendra la I'elalioii 

r z dz _ I P dy 

j /R[T) uv/3J s/y^—:\ay-hb 

(Jn csLainsi, par inducLion, conduil a croirc (ju’il c.vislc pour los 
irralioniielles alg'^lDriques, doiiL le noiuhia; cararlerisl.ique, ordinai- 
rcnient d^sig'iK^ paryj, esL supdriour a rmiilc, dcs cas de rcduclion 
do leurs iiiLegi-ales aux foiiclioiis ellipLiques, dans lesquelsles y> fonc- 
lions de preinlere espece seraicnlexprimces par auLantd’inLegrales 
ellipliques dillei’eules, au jnoycu de p subsLituLions. Sans insislcr 
sur I’inlcrdL el. la difllculLd dcs rccbercbes qui se prdsenLent a(iu 
d’essayer dc coiilirmer ceUe inducLion, je me propose, dans ceLlo 
INote, d’acbever, si je puis dire, la rcducLion aux fonctions ellip- 
liques des inicgrales abdliennes considdrees par Jacobi, etd’arriver 
|)ar la a une sorLe de jonclion enlre la llvdorie cles sinus d’arnpH- 
lude el cedes des fonclions de Giipel et de M. Rosenbeim, oii le 
rapprocbement des forinules cl. des relations qui les concernenl, 
])OuiTa donner, ce me semblc, dcs observations utiles. 

J. 

lin posant pour abrdger :r = sin-cp, je reprends la substitution 
de Jacobi sous cette autre forme, donnde aussi par le grand 



eL d’ou I’on Lire facileinenl 


( I — ^ [ — abz ) 

( i-t- « s ) ( r -+- Z> z ) ’ 

(i — \/ abz)' 
(r-l- (H- bz)^ 


et, par suite, 

(^) A fa?, /l ) — /K(17 

si I’on ecrit pour ahre^er 


c[i — ■ abz) 

(.1 -;-«5p(i bzy^’ 


A ( iP, b ) — \J X { I — a; ) ( I — k-x). 


Celle relation conduit comme coiisecpience, en y cliangeauL 
signe du radical y/^, a la suivante : 


(B) 




c{\. \J ab z) 

L 1 -+- <2 ^ )- (i -f- b z)- 


ou le nouveau module I est determine par la condition 


Or, ayanl 


^ _ s/ Cl — \/b 
c 

dx __ c^{ I — abz'^) 

dz (I -1- a ’ 


on en tire sur-lc-cliamp les deux egalites 


dx c ( I -f- \J ab z ) dz 

v/B(^ 

dx c(i — \Jabz)dz 


Je me propose niaintenant d’en poursuivre les consoquenc 
et, conformement a la nature des integrales abeliennes de p 
niieie classe, je cliercherai a reduire aux fonctions elliplicpies 
somme des deux integrales semblables 


P 


*/(X j dX. 


i/R/' V 



' 25 ') 


UliDL'CTION n’lNTliGUALES ABEHENNES AGX EOMCTIONS KLLU'TiyUES. 

en preiiant pour X et Y des fonclions algcl)riqacs de deux, va- 
riables independanLes x et et pour/(X) et /’(Y) les memes 
fonclions rationnelles dc X et Y. On y parvient en conslderant 
I’equalion 

F 2 (- 3 )-R(-) = 0 , 


ouF(:;) est un polynome de troisieine degre en delcrinine de 
telle inaniere qu’elle adinette coinme facleur, d’une part Ic poly- 
nome du second degre 

fT)(.:;) = a?(n- a.3) (i-h 


iivec la condilion (A), 


\/H(-) = k) 


( I H- (t s)-( i h ^ 
c{i — s/abz) ’ 


et, en second lieu, le facleur semblable 

cl),(:;) =. y{i ^ as) (i -'r- b z) — c'-s, 


et avec la condilion (B), 


/K(7j=A(j., 1) 


(i -1- as)2f I -j- bz)- 
c(i -f- \/ab z) 


Nous allons voir, en ellct, que les (|uanlll(is X et Y seront les 
racines de I’^'quation du second degre en represcnlee par le 
•quotient enlier 


11 . 

Je ferai usage, k cet elTet, du tlidor^sme d’Abel, en supposant la 
fonction ralionnelle f(x) r<5diiite simplement a ou g*’ estune 

constante inddlermiin^e. et i’en dddiiirai la relation suivante. 





:l0! 


{xo~ ff}\/Ria;Q) 
<^(ro 

( 7 o — (Ju) 
dX 


-( 


j 

r dx ^ r 


dx\ 


(^ 1 — .•?■) V' ' 

r dy^ 

J (ri 


3' ) \/^ H ( J 1 ) 

dY 


Maintenant on va voir qiie les deux sommes d’integrales 


et 


/ 


dxQ 



dy^^ 

,^)v/l^(ro) 



dx\ 

dyx 

ff) s/WyT) 


sc rcduisent aux fonclioiis ellipllques. 

Gonsiderons, eii edet, la premiere qui se rapporte aux raciiios 
de {’equation 

<1i(c) = a:(n-«3)(i-i-ic) — c-z = o 


ct ou I’on se rap[)elle qu’il faut prendre pour cliacune dc cos 
raciiies 


/H(z) = \{x, /c) 


( I — H Cl ( I H” i) jS 

c{i~ </abz ) 


Je Iransformerai d’abord comme il suit cette relation. Aprcs I’avoir 
mise sous la forme 

\/R(-=) c(t — \/abzY — i^(a7, /c) (i ■+-«;;)-( I -1-65)2(1 — \/ciJ>z), 
je multiplie niemljre a membre avec la suivante : 


I _ 

~ {i-yaz){j-ybz)’ 
ce qui donne, en simplifiant, 

/R( 5 ^ c(i — /c^a;) = /c) (i -) (1 _t_ 65) (i — </abz'). 

On introduit ainsi, dans le second membre, la quantite 


^ =(M-« 5)(l-f-6s), 



/H( ;: ) r ( I — a:-./- ) — A(^, /■) (i — ab z) 


rAl> 


dx- 


Or, 11 vicuL oa clin’ereiiliaaL I dcjualioa 


cAl* ^ (-Al* ^ 

dz " dx^ 


t‘l I’on concUit I’aciloineuL, on divisant niombre a memhre, 
dz c{ i -- Id T ) dr 


pins 


\/ U ( = ) ( — I ) ‘I’' {z ) \( X, k) 

dz Id.v) dx 




SupposanL inainleuaul z — Xo^ puis x; = .ri el ajoulaiiL uioinhre 
a incuil>re, oa esi, conduit a calculer la foactloa symelrique 


( A ifc’o — i) ( — d' ) ‘J*' ( •''“o ) ( V «A xi —]) (xi — if) <!>' ( .r, ) 


lies rachies de I’ecfualioa = qu’ll cst also d’oLlenir. Jllcri- 

\ oas, ca ell'et, 


y/e A 


{sjahz — i)(^ — ff) {\/ al) if — i) d' \Jabz — i 

el la valear cherchee r^sullera de la ibnnulc elementaire 


<-l^{x) (.r — a-o) ‘l*'(a:’o) {x — arj ) ) ’ 


ea faisant successiveaienL a; = ^- el;r= -^=' Ce calcul, fori simple, 


eoaduit it joindre la conslante g line autre h, qui en ddpend par 
la relation 

r2 o- 

Jm, 


h = 


(i - 1 - aff) ( i bg) 


y/K{g)=z k) 


(i -f- cig)^{ I bg)^ 




de sorte qii’on a 






i dubic; iJiiica. j-/c ici iciciLiuii jjiujjuocc^ 

divise les deux membres par que les termes en j 

O 

sont les nienies, dans les developpemenls des quantilds 


et en 


/: 


dX. 


dY 


(X-^)/R(X) 


et 


\f^ 


f 


dx 


bg)J L\x,k) c{^\ ag) bg) 


a b — s/ ab J' 


dy 

A(ri o’ 


SLiivant les puissances descendanles de g. On obtient ainsi 
relations auxquelles nous voulions parvenir, a savoir : 


/; 

/: 


* dy. 

r _ 

I 

f dx 1 

f ‘‘y , 

J 

' v/R(Y) 

c 

J L{x, k) c J 


’ y.dy. 

rYdY 

I 

g dx I 

r dy 

\/H(X) J 

' v/R(Y) 

c \/ ab 

J A(a', k) c \J ab,j 

f A(jk, 0 


Qu’on defmisse done les fonclions inverses de nos inldgn 
abeliennes, en posant les equations 


/ 

/ 


e ( I — f“ y / (xb X ) f^X 

2 v/RT^T) 

c( I — s/^ X) d\ 
2/K(.X) 



c(r-t-v/^Y)^Y 

■iy/FOO 
c(i — /a6 Y) dY 


It, 


V. 


On voit qu’on aura 

/ dx r dy 

^ ~~J A(jk, 1) 

Par consequent, les quantitesX et Y, fonclions algdbriques ( 
et y, s’exprimeni en u el v par des fonclions algebriques 
sinam(M,A')etde sinam(p, /). 

Cette conclusion donne beaucoup d’interet au calcul des val 
de X et Y, et je terminerai cette Note en indiquant succinctec 
la marcbe que j’ai suivie pour I’efFectuer. 

Revenons, a cet effet, a I’^uation 

F2(^) — R(^)=: 0, 


par M. Weierstrass, et qui sont I’une des plus belles ddcouvertes 
de I’illusLre g^ometre; je me bornerai a remarquer qu’il est facile 
d’en conclure la reduction aux fonctions elliptiques des integrales 
plus g^ndrales 


/ 




J ' 


EfTectivement, toute foiictionrationnelle f(x) s’exprime lindaire- 
ment, d’une part, au moyeti des quantiles — ^ — , de leurs d^rivees 

par rapport a g' et de I’autre par les puissances enlieres de la 
variable. Or, on obtiendra ces dernieres int^^grales qui appar- 
tiennent a la cat^gorie des fonctions de premiere et de seconde 
espbce, en dgalant dans les deux membres les coefficients de leurs 
ddveloppemeiits suivantles puissances ddcroissantes de h. G'est le 
calcul que je vais faire afin de parvenir aux valeurs des fonctions 
inverses de nos integrales abeliennes, exprimees par des fonctions 
alg^briques de sinus d’amplitude. 


Considdrons d’abord le lerme 


que j’^crirai ainsi 




Nous avons dit pr(?cdd.emment que F(^) est du troisi^rae degrd 
en g'^ et, comme R(^') est du ciiiquieme, on voit qu’elle s’^vanouit 
pour g infini. Passons ensuite aux integrales 


r A(/i, /c) dx 
J {x — li) A{x, k)‘ 


■ A(h, 1) dy 
{y — l)A{y, 1)’ 


1 


divise les deax membres par y^R( «•), que les lermes en - et en 

O 

sont les ineines, daas les developpemenls des qaantiics 


fur. 


dX 




■/(Y 


dY 


et 


v/ ab 




dx 


; — \f ab 


r dy 

c(t-h ag)(^\ -f- bg'),] k) c(i -+■ ag) (i ■+• bg)J A(jk, O’ 


suivant les puissances desceiidantes de g. On obtleiit ainsi 
relations auxquelles nous voulions parvenir, a savoir : 


r dx ^ 

/'■ _ I 

r dx 

1 

f , 

J v/K(X) J 

1 \/R(Y) c ^ 

1 A(x, k 

) c J 


rxdx ^ 

r YdY I 

r dx 

I 

r dy 

J \/R(X) J 

' v/R( Y ) c \J abo 

' A(x, k 

) csJahJ 

1 A(jk, 0 


Qu’on definisse done les fonclions inverses de nos Integra 
abeliennes, en posant les equations 


/ 

/ 


c(i-i-\A6x) 

2 /rTx) 

c(i — \fab X) (iX 
2 v/R(X) 


■/ 

-/ 


c(i - 4 - Y ) dY _ 
c(i — \/ abY) dY 


/lUY) 


On voit qii’on aura 


r dx 


ii-. 

J 0 


Par consequent, les quantitesX et Y, fonctions algebriques d 
et s’expriment en u et <-> par des fonctions algebriques 
sin am(M, A’) et de sin ain((^, /). 

Cette conclusion donne beaucoup d’intdret au calcul des val< 
de X et Y, et je terminerai cette Note en indiquant succincten 
la marche que j’ai suivie pour I’efFectuer. 

Revenons, a cet eifet, a I’equation 

Fs(z) — R(z) = o, 


et a la aetermmaiion ae v {z ) par les conaitions posees au para- 
graphe I. Ge polynome 6tant du troisieme degr6, je Jui donnerai 
la forme siiivante, ou P, Q, R, S sont quatre coefficients arbi- 
traires 

F(3)= (iltii£Ki±_^[-pa65-FP(a + 6)-4-Q]-t-c(Rz-l-S). 


Gela pos^, ces coefficients devront ctre d^termin^s de mani^re 
a avoir 


F(z) = \/R(5), 


en prenant pour s, d’abord les racines de I’^quadon 
37(1-1- az)(i -h bz) — c-z — o, 

avec la condition 


\/R(^) = A(a?, /c) 


(i -+- azy(i ■+■ bzy 
c(i — sfabz) ’ 


qu’on transforme facilement ainsi 

/T-7 ,sC5(l — \/ctb z) 

puis en second lieu, les racines de I’dquation 
y{i-+- a z){i bz) — c'^z = 0, 

avec la condition correspondante 

( I -1— (X z)~ (i H— b z 


v/R(3) = A(^, 1 ) 


OU plut 6 t 


s/b('2) = A(jk, 1) 


c(i -H \/abz) 
cz(i - 1 - \f^z') 


Or, en remplagant dans le premier membre ^ ^ ^ par — » 


el z- dans le second membre par 

(a -+- b) 


(i -+- az) ([-1- bz) cz 

C X 


I 

ab 


z — I -t- 


Sa; - P 


A(^, k) 

v/^(i — k-x) 

R ^ + Q s = . 

\/^ ( I — k -x) 

En operant d’une maniere semblable, avec les conditions cc 
cernant le second facteur, avec la variable on trouve 

S^-P=-— , 

s/ab{\ — k^y) 

rs ^ {a-\- b — Jab) 

\/ab{\ — l^-y) 


Ces equations entre les coefficients P, Q, R, S, sont simples 
donnent aisemenl les valeurs suivantes, ou j’^cris pour abreger 

A(a7, /c) = A, ■ a = a b </ab , 

— a ->rb — \/nb , 

p — — l^y) ■+ a‘(i — /c^a?)A) 

>/aM {i — k^ x) {\ — l^y){y — x) 

Q — H- c^) (i — l^y) ^ + ( pa? -t- c^) (i — k-x) 
s/ab{i — k’^x){ \ — l^y){y — 

R =_ A+ (3(i — ^^a?)A| 

J cib( I — k^x) {i — y) {y — x) 

g (i — l-y) A (i — /c^a?) Ai _ 

— k-x) (i — l^y) (y _ a?)’ 


le polynome F(:j) ^tantconnu, j’einploierai I’identite 

F2(z) — R(^)= C[a;(i -t- a z) (i -t- is) — c-^] 
X [y{ r + az)(n-6z) — 
x[(z-X)(z-Y)J, 

ou I’on trouve que le facteur constant C a pour valeur 


C 


I /Pa 6\2 

xy\ c ) ’ 


iA I* 1 A f A 


et Y que M. Weierstrass, en les considdrant coinme fonctions des 
variables u et reprdsente par al(M, avec un indice unique. 
Ce calcul in’a donne pour rdsultat ies formules suivantes ; 


\/ab{ \ — X)(i — Yj 


^ (i — s/ab) (i- 

-.r) (i 

— l-y') A — (i \f^') (i — a?) (i — k''-x) Ai 


r(f 

— L'^y) A -h x(i — k'-^x) A[ 

/(l — a:) (I 

—y) 


/(i — a6X) (i — ab\) 

^ ( I — sf^) ( I — ,r ) ( r 

— Z^jk) A -i- () H- \/ab) (: — (r — /c-a?) A, 

J xv 

X 

r(i 

j 

— k^y) A 4- a?( I — k'^x) Ai 


/(I y) 


\/b{i — aX) (i — aY) 

— (v^ V^) (' — ^ — (\/^ — \/ ^ ) ( ' —■ 

y(i — y) \ x{( — /c'^a?) A) 




v/a(i — 6X) (i — 6Y) 

_ (\/a -h \/b) (i — l-y) ^ {\/a — b) {i — /c2a?)Ai , — 
y{i — l'‘-y)bi.-\-x{\ — k‘^x)\\ 


Elies ouvrent la voie ^ des recherches sur lesquelles je me propose 
de revenir dans une autre occasion. 


NOTE 


SUR UNE FORMULE DE JACOBI. 


Memoir es de la Soci&te royale des Sciences de Liege^ 
serie, t. VI, 1879, p. 1-7, 
et Mathematische Annalen, t. X, 1877. 


Les belles recherches de M. Tchebicbef et de M. Heine sur 


tdgrale J" ^ ^ dz ont montrd dans les parlies ^levdes dc I’i 


lyse le rdle et I’importance de la tli^orie ^l^menLaire des fraci 
continues algebrlques. G’est line nonvelle application dc 1 
iheorie que j’ai I’honneur de presenter a la Socidtd, et qiu 
pour objet la relation importanle dont Jacobi a fait la ddcouv 
a savoir 


1 

d'^{\ — a;*)””'' 2 
dx"- 


C sin [(?i 4- i) arc cos a?], 


G ddsignant une constante. 

Je rappellerai, d’abord, qu’^tant proposee une fonclion j 
developpable en sdrie infinie de la forme 


, Cl a\ ai 

f(x) = - 4 - -4 4- _ 4-. . 

X X- x^ 


toute reduite, ou fraction convergente dont le cldnor 


teur esl un polynome de degr^ n en a?, s’oblient direcle 
comme il suit. 

On determine en premier lieu ce d^nominateur par la coni 
que le produit /(a?) F(x), etant ordonn^ suivant les puiss 


f{x) = FiCa;) + 


x»+y 


et, par cons(5qiient, 




J-lL 


eg 


F(a7) ya?""*"! X'' 


les di^veloppemcnts suivant les puissances decroissanles dela fonc- 

lion f{x) el de la fraction ralionnelle — coi’ncideront jusqn’aii 

i' {x) 

lerme en le developpement de commenganl par un 

terme en De plus, les polynoines F(j.-) el F( (^), sauf un fac- 

teur constant cominun, seront determines d’une nianiere unique. 
Gela pose, soil, en [jarliculier, 


/(^) = 


v/^ 


t I 

V. a?"'* 


1.3 _i_ 
•x.!\ x'^ 


il sera aise, dans ce cas, de former F(57) etFi {x) pour toute valeur 
de n. Soil, pour cela, 

{x -H s/ X'^ — = F {x) -\~ y/ x'^ — 1 Fi {x), 

c’est-^-dire 

¥{x) = cos/i(arc cos.a?), 
h''i(x)= sinn(arc cosa?); 

je dis que ces poljnomes entiers de degres n et n — i donnent 
precisemeut les deux tenues des rdduites. On'a, en effel, 

X — i/x'i — 1 = 

' X 

d’ou 


I’equation propGsde, si I’on y change le signe du radical, donne, par 


et, enfin, 


-i- . . . = r — I r j ( .r j, 


X'*' 


F(^) 

^x- — I 






F,(a;) + -1 


La condition posee, comme definition des reduite 
ainsi completement remplie. Or, on pent encore la rc 
autre maniere, comme on va voir. Formons la derivee 
I’ expression 

(a72— r/ 


11 est ais6 de voir d’abord qu’elle sera de la forme -pi 

\Ar2 

un polynome entier en x de degre /i . Soil ensuite, en 
suivantles puissances decroissantes de la variable 

_ 1 

(x ^ — i) x-'^~'^~\- ax-'^~^ . . .-4- "kx -4- — ^ 1 


je remarquerai qu’en prenant la derivee d’ordre n, 1 
tiere du second meinbre condiiira a un polynome 
It — i , tandis que la partie contenant les puissances ne 
variable donnera une serie inlinie commencant pa 

I 

en — — • 

Nous trouvons done encore la relation 


P 

y/a?* — i 


P 1 -4- 





qui determine, sauf un facteur commun constant, ( 
I’avons dit, les polynomes entlers qui y enlrent. On 
en d^signant par N une constante numdrique, 

P = N cosn(arc cosa;), 

et, par consequent, 

1 

n 

— i) ^ N cos n(arc cosa;) 

\/ x '^ — I 


n{7i i) {n -^ 0 .) . . . {o.n — i); 

et comme on a 

cos n( arc cosa?) = 

cette conslanie se Irouve d^termin^e par la condition 
n(n -t- i) (a -t- 2 ) ... {‘xn — i) = ; 

d’ou Ton tire 


N = 


rt(n -t~ i) (n -H 9.) ... (9/1 — i) 

3,«-l 


1 . 2 . 3 . . .(2/1 — i) 
2"-‘ 1 .2.3. . .(ai — i)^ 


ou encore 


N = 


2 . 4 • o . • • ( 2 Ai — 2 ) 


. . ( 2 AA — I ) . 


La formule de Jacobi que nous avions en vne d’dtablir est une 
consequence immediate de ce resullat; car en mettant la relation 
obtenue sous la forme suivanle : 


— 00 ^) 
dx"- 


(— i)"N 


cosAifarc cos.r) 
/ 1 — 


— ( — 0"“^ N cosAi(arc cosa?) 


d arc cosa? 
dx ’ 


on en conclut, en integrant par rapport a 


1 

dx'^-^ 


sin 

n 


Ai(arc cosa?). 


Nous n’ajoutons point de constante, attendu que les deux 
membres s’dvanouissent quand on suppose x = i; cela dtant, il 
suffit, comme on voit, de changer n en ai - f- 1 , pour arriver au 
thdor^me proposd, la valeur de la constante C dtant 

^ ^ At -f-I 


Paris, aoat 1878. 



SUR QUELQUES APPLICATIONS 


DES 

FONCTIONS ELLIPTIQUES 


Comptes rendus de I’ Academic des Sciences ^ t. LXXXV, 1877 
p. 689, 728, 821, 870, 984, 1085, ii 85 ; t. LXXXVI, 1878, p. 271 
4^2, 622, 777, 85 o; t. LXXXIX, 1879, p. 1001, 1092; L. XG, i88c 
p. 106, 201, 478, 643, 761; t. XCriI, 1881 , p. 920, 1098 ; L. XGIV 
1882, p. 186, 372, 477, 594, 753. 


La theorie analytique de la chaleur donne pour I’impoi 
question de I’equilibre des temperatures d'uri corps solide li 
gene, soumis a des sources calorifiqiies constantes, une dqu 
aux differences partielles dont Tintegration, dans le cas de 1’ 
soide, a ete Pune des belles decouvertes auxquelles est attac 
nora de Lam^. Les resultats obtenus parFillustre geometre d 
lent principalement de I’etude approfondie d’lme ecfuation 
rentielle lin^aire du second ordre, que j’ecrirai avec les not: 
de la theorie des fonctions elliptiques, sous la forme saivant( 

V 

- l ~ = [ 7 i(/n- i)/c* sn-a? - 4 - /i] JK? 

k etant le module, n un nombre entier et h une constante. 
a montre que, pour des valeurs convenables de cette cons 
on y satisfait par des polynomes entiers en sn^ 

y = sn"a7 -t- hi -h Ao sn'^-'^a? - 4 -. . . , 

dont les termes sont de meme parity, puis encore par ces e:; 
sions : 

y ~ (sn"-ia: -h h\ sn"--’a? Ai -t-. . .) cn 

y — (sn'^—*x H- h'[ sn'*— _l_ . . .) d n a?, 
y — -+- h"J sn"— ^a? + /?', sn'‘“-®a? H-. . .)ci\x dn ar. 


consideration de la seconde solution de i’dqiiation dilTerentielle, 
d’od il a tire des theoremes du plus grand inter^t (' ). C’est egale- 
ment cette seconde solution, dont la nature et les proprietds out 
ete approfoiidies par M. Heine, qui a montre I’analogie de ces deux 
genres de fonctions de Lamd avec les fonctions spheriques, et leurs 
rapports avec la thdorie des fractions continues alg^briques. On 
doit de plus a I’^minent geometre une extension de ses profondes 
recherches a des equations differentielles lineaires du second ordre 
beaucoup plus gf^nerales, qui se rattachent aux int^grales ab^- 
liennes, comme celle de [jaine aux fonctions elliptiques (-). 

Je me suis place a un autre point de vue en me proposant d’ob- 
tenir, quel que soit A, I’int^grale gdndrale de cette Equation, et 
c’est I’objet principal des recliercbes qu’on va lire. On verra que 
la solution est toujours, comme dans les cas particuliers consider^s 
par Lara^, une fonction uniforme de la variable, mais qui n’est 
plus doublement pdriodique. Elle est, en elFet, donnee par la for- 
mule 

jK = CF(rr)-l-C'F(— a?), 

oil la fonction F (^r), qui satisfait a ces deux conditions 

F(x -+- K ) = [Ji F(a?), 

F(a7-haiK')=: |FF(.2^), 


dans lesquelles les facteurs p et p' sont des constantes, 
comme il suit. Soit, pour un moment, 


nous aurons 




H ( x -1- to 
&(x) 



s’exprime 


F(^r) = D"-> <I>(ar) — A,D"--3<I‘(a7)-i-A2D^-6 


(‘) Comptes ?‘endus, i" sem. iS/JS, p et 160^] Journal de Mat/ieniatiques, 
t. XI, p. 217 el 261. 

(^) Journal de Crelle {Beitrag zur Theorie des Anziehung und der Warme 
t. 29 )/ Journal de M. Borchardt {Ueber die Lameschen Functionen; Einige 
Eigenschaften der Lameschen Functionen clans le Tome 56 , et Die 
Lameschen Functionen verchiedener Ordnungen^ t. 57 ). Le premier de ces 
M6moires, paru en i 845 , mais datd du igavril i8(\k, conlient une application dc la 
seconde solution de T^quation de Lam6, qui a par consequent decouverte 
par M. Heine, inddpendamment des travaux de M. Liouvilic, et k la m6me 




a, par exemple, 


Ai = 


( a — 1 ) (n — 2 ) 

•in — I ) |_ 


n ( ji -t- I ) ( I ^ ^ ) 

_ 


( n — T)fn — i){n — 2,) {n — 4) 
8 ( u. /i — \ ){‘i.n — 3 ) 


I'J J 


Je m’occaperai, avant de trailer le .cas general oii le nombre 
esl quelconque, des cas particuliers de/i= 1 el n= a. Le prem 
s’applique a la rotation d’un corps solide autour d’un point fi: 
lorsqu’il n’j a point de forces acceleratrices, et nous condiiira a 
formules donnees par Jacobi dans son admirable Memoire i 
cette question {OEuvres completes, t. II, p. i 3 g, et Comp 
rendus, 3 o jnillet 1849). rattacherai encore la d^terminati 
de la figure d’^quilibre d’un ressort, qui a eie le sujet de trava 
de Binet et de Wantzel (Comptes rendus, i®'' sem. i 844 j p- ^ 
et 1197). Le second se rapportant an pendule sphdrique, j’au 
ainsi reuni quelques-unes des plus importantes applications ( 
aient ete faites jusqu’ici de la tbdorie des fonctions elliptiques. 

1 . 

La methode que je vais exposer, pour int^grer I’dquation 
Lame, repose principalement sur des expressions, par les quanti 
0 (:r), H(a7), ..., des fonctions F(a:), satisfaisant aux conditii 
enoncees tout a I’heure 

F(a7-(-2K) = [JL F(a7), 

F (a; 4- 2 iK' ) = (ji' F (a?), 

qui s’obtiennent ainsi ; 

Soil, en ddsignant par A un facteur constant, 


H(a7H-2K) = — H(a7), 


— ^ (.r-+-( K') 

H(a7-+-2iK')=~H(^)e 


donneront celles-ci 


f{x-^-iK) =/(a7)e2>'K, 


H- 2 /XK' 


/(a;-)-2«:K')=/(a?)e 
Disposant done de to et X de inaniere a avoir 


|j.' = e 


■2i\K' 


on voit que le quotient — est ramene aux fonctions doublement 

periodiques, d’ou cette premiere forme g^ndrale et dont il sera 
souvent fait usage : 

F(a7) = /(aj)‘I)(a7), 


la fonction «I> (5?) n’^tant assiijettie qu’aux conditions 

H- 2K) = 4 ‘(a?), 4- 2tK') = <[>(37). 

En voici une seconde, qui est fondamentale pour noire objet. Je 
remarque que les relations 

/(a7 4-2K) 

fix ~h 2tK') = ffix), 
ont pour consequence celles-ci : 

/(.r — 2 K) = 

r 

2 tK')= 

r 

de sorte que le produit 


= Y{z)fix~z) 





vaiciiio uc i aigu.iiioj.xL l|ui la xoixuc/ixt xuiiixiu^ 

rectangle des periodes ; et, en egalant leur somme a zdro, nc 
obtiendrons immediateinent I’expression clierchee. Remarqiion 
cet effet que/(a;) ne devient infinie qu’une fois pour a? = o, 
que, son residu ajant pour valeur 


AH (to) 


fl'(o) 


on pent disposer de A, de maniere a le faire egal a I’unit^. Posi 
done, en adoptant cette determination, 

H'(o) H(a7-l- CO) 


A^) = 


H ( CO ) H ( a: ) 


on vnit que le residu correspondant a la valeur z = x de d>(.z) s 
— Ceux qui proviennent des poles de F(3) s’oblienn 

ensuite sous la forme suivante. Soil z = a I’un d’eux, et posons 
consequence, pours iiifiniinent petit. 


F ( “H 6 ) = Ae 1 -i— Aj Dj £ ' A 2 D| E ' •+■ . . . 

- 4 — A^ £“* — |— Clfj -|- CJ] £ -j— do £■ -I- • • • ) 


/(a? — a 


= /(ar — a) — - — a) 


+ — — a) — . . . -f- 


(— l)^E^ 


U“/(a7 -«)-+- 


le coefficient du terme en ^ dans le produit des seconds memb] 
qui est la quanlite cherchee, se trouve immddialement, en reir 
quant que 


D^'e-i = (— 0" 


i .n 


g/i-t-i 


et a pour expression 

A/(a; — a) -H AiD;r/(a; — a) -t- AaDj. /(a? — a) -4- . . .-4- Aa D® /(a: ■ 


La somme des rdsidus de la fonction ^(-s), dgal^e ^ zero, nous c 
duit ainsi ala relation 


F(a7) = 2[A/(a7 — «) h- Ai Da:/(a; — d) -h. . .-t- AaD“/(a7 — d)]. 


oii le signe S se rapporte, comme il a et6 dit, a tons les p61e; 
F(.g) qui sont a rint^rieur du rectangle des periodes. 


li. 


La fonctiojn F(:j:) comprend les fonclions doublement pdrio- 
diques^ en supposant egaux a I’linite les mukiplicateui's p. et je 
vais imm^diatement rechercher ce que I’on lire, dans ceLte hypo- 
these, du resultat aiiquel nous venons de parvenir. Toni d’abord 
les relations 

/TC(i) 

. p- -t-2/ AK' 

jj. = |jl' = e 


donnant necessairement }\ = o et to = amK, ou, ce qui revient an 
meme, w =o, le nombre m etant entier, la quantile 


/(■^) 


11 (to) ri(tr) 


devient infinie et la fotmule semble inapplicable. Mais il arrive 
seulement qu’elle subit un cbangement de forme analytique^ qui 
s’obtient de la maniere la plus facile, coinme on va voir. Sup- 
posons, en ed'et, ). = o et to infinimenl petit; on aura, eii develop- 
pantsuivant les puissances croissanLes de oj, 


d’oii 


I-l'(o) _ _r_ 
H ( to ) to 


r + 

(i 





H(.r-t-to) 

HC;r) U{!r) 


/(*) = i H- 


H' (x) 
li ( a; ) 


/ 1 + /fS 
\ 6 



(jt) . 


D’autre part, observons que les coefficients A, A,, ... doivent 
etre consid^res comme dependants de to, et qu’on aura en parti- 
culicr 

A. “ a -f- CO h— . . . , 


a, a', ... designant les valeurs de A et de ses derivdes par rapport 
a to pour to = o. Nous obtenons done, en n’^crivant point les 
termes qui contiennent to en facteur, 

A //.V. v , W(x — a) 


'LP^fi^cc — a) — 


— 2 9 “f- S 9 — f“ X 9 

O) 


n (.a; — a) 
)A.{x — a) 


Or voit qae le coefficient de ^ disparail, les quantit^s a ay? 

une somme nulle comme rdsidus d’une fonction doublementper 
dique, et la differentiation donnant iramMiatement, pour o) = ( 


D.c/(a?) = Dj, 


H'(^) 

H(^)’ 


Dl/(:r)=DS 




nous parvenons a I’expression suivante, ou a, a,, . . . , aa sont 
valeurs de A, A , , . . . , A^ pour oj = o : 


F(a?) =S a' + 



H'(a7 — a) 

H(a? — a) 


ai r).c 


W(x — a) 
H (a; — a) 




li' (x — a 
n ( a? — a 


C’est la formule que j’ai dtablie directement, pour les fonclii 
doublement periodiques, dans une Note sur la theorie des fo. 
tions elUptiques^ ajoutde a la sixieme edition du Traite de Cal 
dijfferentiel et de CaLcal integral de Lacroix (Hermete, OE uvt 
t. II, p, 125). 


III. 


Revenant au cas general pour donner des exemples de la dd 
inination de la fonction /(^), qui joue le role d’dldment sim 
et du calcul des coefficients A, A,, A 2 , je considererai 
deux expressions : 


V _ 9(a:M-a) &{x b) . . , Q{x 1) 


1 ( 37 ) ___ , 


ou < 3 ;, 6, I sont des constantes au nombre de n. On trc 
d’abord aisement leurs multiplicateurs, au moyen des relatioiu 

0(a7 -t- 2 K) = -t- &(x), 

H(a7H- 2K)= — H(a7), 


n / ' • — ^ (Jf +- (■ K') 

0(£c-i- 2tK') = — 0(a;)e , 


tit X -t- 9. /'R'l = — 


f — O. Jj ~|— . . • /. 


puis, comiue precedeinment, 

>x = 

/n 

|j.' = e ' 

on aura 


F(a?-i-2 K ) = [ji F (a;_), Fi(a;-i- ■.{ K ) = ( — i)'^ [a Fj (a?), 

F(x -h 21 K') = |F F (a;), Fj (a; -!- o,i K') = [x.' Fi (a?). 


II en resulte que, qiiaiicl n csL pair, la fonclion 


y(^) = 


U ' ( o ) H ( a? + CO ) 
U (co) 11 (cr) 


a jant CCS quaulites [x cL u/ pour mu.llipllcal.eurs, pcul seiuir d’elc- 
ment sijuplc |)our nos deux expressions ; mais il n’eii esl plus tie 
mdme rclalivement a la seconde Fi(yr), dansJc cas ou /icst impair: 
on voil aisejuenL qu’iJ fauL prendre alors pour elemenL simple la 
fonclion 


/i(.r) = 


ir(o) (-)(:r -!- to) 
6 ( CO ) H (, .r ) 


afindc changer le signe du premier mulliplicaleur, le rc^sidu corres- 
pondant a a:; =o etant d’ailleurs egal a I’uniu';. Cela posd, comme 
F(.7.’) el ne deviennent infiuies tpie pour .r=fK', ce soul 

les quaulites /"(a? — elf \ (x — «lv') qui ligureront dans noire 

formule. 11 eonvient de leur atlribuer une designation parliculi^rc, 
el nous r(:;pj‘(5senLerons dorcinavanl la premiere par '~>(x) el la 
seconde |)ar '/^{x), en observant que les relations 


0 (. 2 ? -h i K' ) = i li ( .K) c 
li(x -t- i.K') = i ©(.r) e 


— ) (2.f + /K') 

'V l\ 




(2.1' 4- /K') 


donnent facilement, apres y avoir cliange x en — a?, ces valeurs : 

H'(o) 0(,r -4- co) 

CP (a;) = — , 

yg'H(co)e(.r) 

. . H'(o)H(a7 -t- CO) 


-t-s ) ei r , IV -t-c slii vani les piiissnnccs croissanies ( 
la parlie qiii rcnferme les ])iiissances iiegalives de ceUe quan 
et qu’on poLirrait, pour abreger, noaimcr la partie principal 
cet efieL, je remarque qu’en faisaiiL, pour uii momenl, 


on aura 


F(a;-) = 


11 C-^) 


F(iK'H-e) 


v/,a' Mile) 


l'i(x) 


lld^) 

6'‘(x) ’ 


Fi(iK' 


_ \/rjL' ir(E) 

1-1" (e) 


Nous dcvelopperons done II(s) eL n,u), par la formuli 
Maclaurin, jusqu’aux lermes en eL nous nuilliplierons j) 

parlie principale de ipii s’obLient, eoiuine on va voii 

moyen de la fonclion de M. WeiersLrass : 


A1 (ir)i = X 


/i 




I -4- 4 /f2 -1- A-v 


On a en efl’et, d’apres la delinilion ineine de I’illustre analy 


II (.r) — ir ( o ) e A1 ( .r ) \ , 


et Ton en deduit 


n .1 e* , 


Lh(s) 1 h (•> - ■ 


I -r- /•- „ 1 -i - 4 A'-' 


h /I 

e" 


£"• ■ () E"-- 

] ■+ /-^ .1 \ I 

V. K / E"-- 


6 


IV. 


Je vais appliquer ce qui preeede au cas le plus simple, en 
posant n = 2 eLX = o, ce qui donnera 


F(a 7 ) = 


Fi(a?) = 


0(a7-r«) &(x b) 
02 (^) ’ 

02('.'r'i ’ 


SUU QUliLQliKS APPLICATIONS OHS PONCTTONS ICLIAPTIQ I' ICS. 9.71 

el, par conscquenl, 

n (e) = fi) 0(6) [ 0(a) 0'( 6) -i- 0 f 6) 0'( Ct ) 1 £ -r-. . . , 

lli(£) = fl(a) II( 6 ) + [H(a)ir( 6 )- 0 ll( 6 )ir(ail£-.... 

.MamlciianL, ]a [larLie pi’incipale de ij ;,'- - nc conLenanl qiip le seal 
terme rrrT on a iinmediaLenient 

II'MO) „ , , Il(f/.)II( 6 ) U(«) ir( 6 )+ lli' 6 ) Il'(a) 

(,K+.)= ^ 

ll’ 2 (o) „ , , 0 (a.) 0 ( 6 ) 0 (a) 0 ( 6 ) 0 '(a) 

— - F, ( t k -i- e) = ( , 

v/jF “ 

cL, par consequent, ces deux velaLion.s : 

= — ll(a)n{b)o'(x) -i- 1 U ( a) Jl'( 6) -T- n ( 6 ) ir ( a j 1 o ( :/;) , 

s/ij.'e'^(x) 

11 ^(o)H(g^- 0 a)H(.??+ 6 ) e(6)cD'(r)0- 1 0(a) 0'(6)-i- 0(6) 0'(a)lo(:r') 

\/;A'02(ir) 

En y reinplacant '^(x) par sa valour \ jo Ics 

‘ /; 7 .'II(a- - 6 ) 0 (,^) ■' 

ecrirai sous la forme suivante, qui csi plus simple : 

rr( o ) H (a -f- 6 ) 0 (.r -+- a) 0(.r 0- 6 ) 

11 (a ) 11 ( 6) 02(.r ) 

_ j 0(a’0-«-t-6) j ir(rt ) ll'( 6 )‘ 0(.r a -I- 6 ) 

” 0 ( ac ) 11 ( a ) M ( 6 ) _ 0 ( a.' ; ’ 

ir ( o ) II ( a -i- 6 ) II ( a? -t- a ) II («• 0 - 6 ) 

0(a) 0 ( 6 ) 02 (ir) 

_ 0 (,r 0 -a 0 - 6 ) r0'(a) 0'(6) "1 0 (.r 0 - a -0 6 ) 

~ 0(a’) ”* L 0(a) 0(6) J 0 ( 0 ”) 

On en tire d’abord, k I’dgard des fonctions ("), cette remarque que, 
sous la condition 

a-+-b-\-c -i-d = o, 

on a TcigaliLd ( ' ) 


rr/ 


A \ T-l / 


\ ir / A 


A^ l.\l' rl\ 


oil designe le premier membre, y la fonction 

, H'( 6 ) 

<■1 n la coiistanle jj- h Yr, , / * 

' H( 6 ) 

Si. nous mnltiplion.s par e~P^^ elJe devient, en cQ'el, 


d^'iu 


I e-P^ dx = — y e-P^^. 


Go resultat appellc ratlention siir un cas particiilier des fonc- 
tions ^{x), ou, par suite d’nne certaine determination de A, ellos 
ne renferment plus ((u’un parainetre. On voit cpi’en posant 


9 fa?, a) 


H'(o)e(a?-t-a) - 


/(i 7 H(a) 0 (a 7 ) 

('G ([ui entraine, pour le multiplicateur p.', la valeur 


ja =e 


imt „ n U7i 

—r. 2 i K' -n — 

K llUfj 


(.*■-/ K') 


I’integrale J cp (a', At) cp (a?, 6) c/a; s’obtient sous la forme finic o\.- 
plicite. Un calcul facile conduit en elTet a la relation 

/ o{x^ a) o{Xy b) dx = — to{x, a b) 

Faisons, en second lieu, 

, , H'(o)H(a?-+-a) 

yXx, a) - — -e , 

\/ [ji' 0 ( a ) 0 ( a? ) 

en ddsignant aloi’s par u' la quantite 


\i. = e 

et nous aurons semblablement 


K - H(«) 


r ■ r \V[a-^b\ 0vn -K/, 


de r(k|iiation I-F(a7) = o, puis de requaLioii (-)'(a7) = o, on iiurn, 
dans Ic premier cas, 



X, a) (i(x, b) dx = o; 


et dans le second, 



ar, d') b) dx = o, 


sous la condition que les deux racines ne soicnl point e^ales et de. 
signes contraires. Si Ton suppose h=: — < 7 , nous obtiendrons 


f o{x, ~a)dx = 

(I 

I y (x, a) — a) dx = -a ( J — /o-K sn^ a), 
da 


On voil les recherclies auxquelles ('.es Ihcordnies ouvrent la vole et 
<[ne je me reserve de poursuivre plus Lard ; jej))o .boj‘ne a les iiidi- 
([Lier succinclement, alin de montrer I’imporlancc des fonctions 
cs (x) et y {x). Voici maintenant comment on parvient a les delinir 
par des equations diflbrcntielles. 


V 


Nous reinarqueroiis, en premier lieu, que les fonctions <p(^') et 
y (x) peuvent etre rdduites I’une t\ Tautre; leurs expressions, si 
I’on yremplace le multiplicateur p' par sa valeur, dtant, en efFet, 


cp(a?, w) = 


10) = 


i-r(o)e(a; + u)) ^-S 

H(a) j 0(a;) 


U'— 


2 K 


0(w)0(^) 


K')H- 


i Tt(i) 
_ 


on en deduit facilement les relations suivaiiLes 
tp(.r, 0) -h iK') = x,( ir, to), 


(Ic £, de qui jouera plus tard un role important, oL 

donl nous alloiis. comme on va voir, tirer I’equatioii dill erenliellr 
(|ae nous avons en. vuc. Pour le former, je partirai de l’ep,alit(' 


!>.,■ ^ogy(cr) = 


H'(a? oj ) 
.ll(a^ -i- 0 -) ) 


d’ou I’on dediiil 


Q'yX) 0'(oj) 
(3(X) 0 ( OJ ) ’ 


Dr log / (/K'-L- z ) 


0 ^ ( 0 ) — i— £ ) H ( £ ) 
0((O 4- £ ) H (£) 


0 '(co J 

0 ( ti) ) 


Cela post';, nous aurons d’abord 

0'(w-t-£) 0'((O) 0'('oj) £- 0'(to) 

0 ( (O H- £ ) 0 ( OJ ) ^ 0 ( to ) 1 . 2 0 ( ti) ) 


mais, I’equalion de Jacobi 


clonnant en j;entn’al 


8{x) K 


D''+i /c2 sn’- a-, 


0 (t») 


ce developpenienl prend ccLte nouvelle forme 


0'((i) 4- £ ) 0'((o) 

0 ( (t) - J- r } 0 { to ) 



k- sn- ( 


Ml 


_ sn 2 (0 D,:, k^- sn2 to — . . . 

l .‘A 1 

Joigiions-y le resullai c|u’on. tire de I’equation de M. ^Veiersli'ass 

,1 ga 

H(£j = ir(o)e-'' A1(£),, 

en prenant la derivee lo^arithmique des deux membrcs, 

!!'(£)_ J Ar(£), 

H(£) K A1(£)i ^ 

et nous aurons 


;/i-' sn^to Dto/i- sn^to — . • . 

r . 9 . 


Ar(£), ^ 

A 1 (e)i ’ 


Dj log/( nv'4- £) = 


( 


1 / 2 S||3(<> I),„ SJ|2 M — . . 


/'K'-h e) 


AI(e), 


8 A -2 -i- 7 A 4 


36o 




sans qu’il soIl besoin d’introdulrc iin faclenr constant dans le 
second meinbrc, puis([iie le preniiec Lenne de son dcveloppement 

<;st p coinme il le faut d’aprcs la nature de la fonctiony (a;). Cette 

lormule donne le resultat clierclK; |)ar uii calciil facile ; die inontre 
([ii’en posant 


/(dv' 


II I r 

_ oe _ _o,e2_ 


on aui a 


=/v2sn2(.) — 


t -+- - 


3 


£2 1 = sn o) cn co dn to, 


. , , ti( A'--|- /i*‘ ) 7 — 'x'xk- H- 7 k* 

£2.2= o./i' sn'* to sn® to — — ' 


4 a 


Cn void line premiere application. 


VI, 


Gonsidd'ons, pour la decomposer en dldments simples, la fonc- 
tion k- sn-.a?y (a?), qui a les multi plicateiirs de y {x) et ne devient 
infinie que pour a; = fK.'. On devra, a ceteRet, en posant ^ = 2 K.'-|-e, 
former la partie prlncipale de son dcveloppement suivant les puis- 
.sances croissantes de s, c[uc nous obtenons imm^diatement en 
miiltipliant inembre a membre les deux egalitds 


y ( / K' -4- e ) = -- — - £2 e 


i- = 1 4- -h/c2-) 


A- sn-^l ilV -HE) y ( ilS. -T- E) = — -f- (I 4-2) _ _ 


- -H. .. 


Dc-£-i 


[: 


( I -f- /r - 


/c^sn^w 




(!L I’on eii concliit ]a formiile suivante 

k"- sn^a? y (a?) = ' D^. -/(x) -4- ( 1 -u /-s ) __ 1 42 s,i2t,) 

■4 ■ • [_■>. 


yjx). 


Elle montre que, en [)osaMt r = y (.r), nous obtenons tine solulion 
de I’equaLion lineaire dii second ordre 




dx 


— = ( a/i- sn^a- — I — k- -t- k- sn^ o) ) j', 


qui esL celle de Lame dans ]e cas Je plus simple on Ton stipposc 
7i=i, la constaiite A = — i — /i - + A- sn- w etaiiL qitcleonquc, 
pnisqnc w est arbitraire ; eL, comme ccLle equaLion nc change p;is 
lorsqu’oii change x en — .r, la solulion obleniie on donne uuc 
sccon.de, y = y ( — x), d’oi'i, par suite, I’integrale complcle sous 
la forme 

r = G y_(ar) -1- C' y (-- x). 


A ce resiiltat il est ndeessaire de joindre ceiix qii’on oblieiiL ([uand 
on remplace successivement co par to -|- 7K.', w -h K, m -f- K + i’K', 
ce qui conduit aux equations 


dx^ 

d'^y 

dx- 

d'^y 

dx'^ 


^' 2 k- sn-a' — f — /i 2 -f- 


I 

sn‘^ to 


(^k- sn-a? — I 


_ 4 - 2 h_ 


/■ - cn-o) 
dll -to 


^2 k- sn2 a? — I — k- -f- 


(InSto 

en’^to 


r. 

y^ 

y-. 


La premiere, d apres I’egalile y (a?, w + AK.') == s (.r, w ), a pour 
intdgxale 

y = C <p(a7) -4- C' ip (— a;) ; 


el, en introduisant ces nouvelles fonctions, a savoir 


i'X,(a 7 , to) = y_(ar, to-t- K), 
* to) = o{x, to + K), 


f I'o I sicme 


y C y j (a;) Q' y j ^ 

7 = ?i(a?) H- C' !3i(— x). 


expiessions cle cp, (x) et y, (^x) s’obtiennciit aisement a Taide 
■ l<^s /■oiKUioiis 0, (») = 0(a;-+K), H,(:c) = H(^+K);onlrouve 


Jl 1 11 Si 




II', (ii) I 

a») 


(.»•— /K': 


i TtM 
2 l\ 1 


7.1 to) = 


IT'f o) H, (. 7 ? - 4 - CO ) 
fc>i(co) e(;r) 


e 


0 'l(f'>l /TTd) 

TT K'H--— 

ly,l(i)| 2 h 


INons alloiis en voir un jiremier usage dans la recherche des solii- 
lions (le I’equatioii de Lame par des foncLions douhiemeiiL perio- 

<Ii(| vies. 


VIL 


iNovvs siipjiosoiis a ceLefl'eL (0 = 0 dans les equations precedeiites, 

eii excoptanL loiilefois celle oii se Lrouve le terme — ~ qui devlen- 

(Irail infini. On obtienl ainsi, pour la constante h, les determina- 
tions siiivanles : 

/i = I A' 2 ^ /j^ _ _ , ^ /j _ 


Cile soul pr<^<ns<5)nenL les cj[uantites cju’on trouve en appliquant la 
miHliodo de Lame ; et en ni^me temps nous tirons des valeurs des 
f’onelions (^)’ ?> (^)i 0 = 0 , les solutions auxquel- 

les conduit son analyse 



y = 


Hi(^) 
B(x) ’ 


y^sfk' 


01 ix) 

0 ( 07 ) ’ 


on, plus siinplement, puisqu’on pent les rnviltiplier par des I'acteurs 
eon Stan Is, 

jK = sna?, jK = cna?, y = dna;. 


IVlais line circonstance se presente maintenant, qui demande un 
cxaiTien alientif. On ne pent plus, en elTet, d^duire de ces expres- 

. 14 • • . T 1- -1 l 


solution gencrale de I’line quelconquc de nos Lrois equations, on 
laissant ta indetermine, par la formule 

= C F co) -H G' F ( — co). 


Je la mettrai d’abord sous cette forme cquivalente 
y = CP (x, to) + C' F(ar, — to) ; 

puis, en developpant suivant les puissances croissantes de (o, j( 
ferai 

F (x^ to ) = Fu(:p) -h to F 1 (a?) -+- to- F2(tr) -i- . , . , 
ce qui permettra d’ecrire 

= ( G -h G* ) Fq (a?) -f- to ( G — G^ ) Fi ( ir ) -f- to - ( G -G G ) F.i (.2? ) -t- . • • , 


on encore 

• y = G(j Fy(tr) -1— G 1 F j ( 37 ) -f- toGo I’sC^) “t ” • • • : 

en posant, d’apres la metKode de d’/Vlembert, 

Go=G-f-G', G,= to(G-G'). 

Si Ton suppose mainlenant 00 == o, on joarvient a la forniulc 
y— Co Fo(.r)-f- G, Fi(a 7 ), 

qu’il faudra applicjuer en faisant successivement 

F(tr, to) = 7_(ar), F(x, to) = 7, (tr), F(^, to) = cpi ) ; 


mais le calcul sera plus simple si I’on prend 


F(a7, to) = 
F(a7, (o) = 
F(a?, w) = 


IT / ^ (v'Ui)] 

H(^+to) 

&{x) ’ 


Hi(tg -+- to) 
Q(x) 


- Qi(to) 
e , 


01 {x -1- to) — 


)I,(W) ‘ ^ 


constants. Observant done qiie, pour (•> = o, on a 


e'(to) J _ J ,, T. 

“0(cu; K' ^“Bi(co)- K ’ “l-lifcoj ~ K 


nous obtenons immediatement les valeurs que prennent leurs deri- 
vees par rapport a to, dans cette lijpothese de to = o 


Fi(a’) = 
Fl(^)=: 


ir(y) 

<d(x) 

id{x) 




0',(.r ) 
0(.r} 


.] 11 (.r) ' 

Iv 0 { rr: ) ^ ’ 

(■) — /.-^K) Ilitar) 

l<.0(37) ^ 

{.J — K) 0] (rr) 

Iv 0(rr) 


La solution generale dc [’equation de Lame, dans les oas parti- 
culiers que nous venous de consideror, pent done se representer 
par Jes formules suivaiites : 



J'' = C sn.T7 -t- G' 

sn a? 

- M'(rr) 

L 

K- H 


J)'- = G enrr -0 G' 

enrr 

Jli(rr) 

.1 — A 2 IC 1 
K 


/ = G d n .r -+- C' 

d n a' 

' 0i(ir) 

.1 — K • 
Iv "’J 


VIM. 

Un dernier point me reslo a traitor avant d’aborder, au moycn 
des resultats qui viennent d’dlre obtenus, le probleme de la rota- 
tion d’un corps aiitour d’un point fixe, dans le cas oiVil n’y a point 
de forces acc^ldratrices. On a vu tpie les quantit^s '/.(a?), 

?> (^): (^) produits d’unc exponentielle ])ar les fonc- 

l ioiis pdriodiques 

li'(o) 0(a’ -4- w) H'(o) H (.07 -+- t.) ) ir(o) 0i(.O7 -+- w) f-JYo) Hi (.07 - 1 - U) ) 
H(a))0(a7) ’ 0(to)0(a7) ’ 11 i(ta} 0(0?) ’ 0i(u))0(fl7) ’ 

developpables par consequent en series simples de sinus etcosinus 
de multiples entiers de Ges sdries ontdt<^ donn^es pour la pre- 


monlrer comment on pcul, y parveiiir an moyeii 
vanle 


n 2 K « 2 / U 

/ F(a'o-f- x')dx I 

•■'o *^0 

„2k 

— I V (xq~- ‘Xili’ X 
dfj 


F ( Xq + •>. K -4- x) d.t? 

/'-'I'’ 

) dx ■— t ( .r 0 - . 


oil'i, Jes quatre inLegrales clant recLilignes, S I'cpi 
des residus de la fonctioii F [x) (pii correspondea 
a I’intcrieiir dii rectangle donl les soniniets on. 
(piantites Xq + 2K, .r,, + 2 Iv + 2/lv', ./'o -+- 2 
ccL efl'et qu’on ait 

F ( a; -T- a. K ) = ij. I’' ( x), 

F ( -+- ■). i K' ) — u’ 1" IX ): 

on obliendra la relation 


.2K 

(i — jji ) 1 F(xo-i- x) dx — (1 — 



(j . ) I b ( .^ 0 


ct, si I’onadmet en outre qiielc imiUiplicaLour u. ■ 
on en conclura le resultat suivant : 


/: 


Ffa^oH- X ) dx 


2/;-s 

I — ijl' 


Cela pose, soit, en designant par n an noiubre ct 


on aura 


F(a;) = 


H'(<) ) 0(a; -4- w ) 
U ( wvj BCa:"; 


/ 7 Z fr .i' 
\i 


i 7C 

• p- (C'^ d- 2 /?/ Iv'i 

F = r, F'=e 


et, en prenant la constante Xq dans des liinites 
unique de F(2;) qui est ^ I’interieur du rectai 
nous obtiendrons pour le rdsidu correspondant, < 
pour S, la valeur 

/TT 

p {CJJ-f-2/// K'l 

S = e: 


el I’oii voil qiven pusaiiL I’equatiou 


IT n f >'n -1- .T'l 


M'( 0 ) «('.ro-!- .r -i- to) ^ J 

ll(Lo)e( Ta-ha;) ^ ^ 

on en dcduit imiuedialeinenl la dclenniiialion de A./^. Nous avons, 
eii elVet, 

r-'' , 

K A, I = / I’ (iTn -f- T ) dx, 

^0 

et, par coiisequeiil. 


A,i : 


sin — ^ ( 0 } - 4 - >. /liK ' ) 
•>. k 


La con.stante js'o quo j’ai inlrodnilc pour [)las de gciniralile, et 
aussi pour eviler qu’un pole do se Lrouve sur le coiiLoiir 

d’int/jgration, pent mainlenant suns difficull^ etre supposee nulle. 
Nous parvenons ainsi a iinc premiere formule de developpemenl; 


7. K 

TT 


II' ( 0 j 0(ir -t- to) 
J1 ( w) 0( u?) 


=2 


sin -Ar (to H- 7niK') 
0, k ' 


donl Ics Lroisautres rdsullent, comme on va le voir. Qu’ou change, 
en ellet, to en to H- ;K.', on en conclura d’abord 


7 K. H'(o) 0 )] 

7T 0 ( to ) 0 ( .r ) 


/TT.r 

Tk-_V 


I %n.T 
o K 


sin — rr r to 

7 K 


(2 /?, -h i) t K'] 


puis en mullipliant les deux membres parl’exponentielle, et posanl 
m= 2n-\- r, 

/ TT in .y* 

2 K I-L(o).I-I(a;-)-to) _yt e 

TT 0(to)0(a?) ~ 2a . TC , 

^ siii _ (to 0- ;niK ) 



— f- XV Cl ACl 1X0 l-Vj 

reslaieiit k iroiivei- : 


3 , 


■aK jr(oJ ©ifaJH-to) 

T. n j ( to ) 0 ( a? ) jLd 


aK H'f o) Hi(a? + to ) 


/ t: ii .r 

. j- - 


cos -47 ( oj -f- y. 7 u'K' ) 
yk ^ 


Tt ©1 (to) 0(a7j 

Void a leur sujet qiielques reinarques. 


cos ( 07 -i- mi K' ) 


]X. 


Elies sont cl’une forme diir<h'onle cic celles de .lacobl et Ton 
s’en servir iiLilemeiit dans beaucoiip de questions quc je ne 
aborder en ce moment. Je me contenterai, sans en faire I’eL 
d’indiqucr succinctement comment on en tire les sommcs 
series siiivanles 

I'KJi.v iittn.y 

Zf(‘iniK')e , 


od f(z) estune fonction rationnelle de sin ^ et cos sans p 

entiere et assujettie a la condition /(x; + aK) = — ./(-)• H 
en elTet, d’employer la decomposition de cette fonction cii elen 

simples, c'est-a-dire en termes tcls que D^' '■ 1 

sin — 4 (-H- to) 
yJv ^ 

oblenir inimediatemeut la valeur des seides proposees, au move 
ces deux expressions 


I ** ^ niK' 

^ — 
I ('**-!- miK! 


fK n X 

e 


D 


a H'Cq) Q(er -h to) 


H ( to ) © ( a? ) 


na ir(o) 11(^7 -1- CO) 
" ©(to) ©(a?) 


J’ajouterai encore qu’on retrouve les rdsultats de Jacobi, s 


sin 


eL cle signes contraires. .11 vient ainsi, en ellel, en designant par ni 
un nombrc qn'on lera succcssiveinent pair cL impair, 


:> K 


/II 7 ZT jn — lK . TTtO 

■>, cos — COS — Sin 

•>. K ■ >. k ■! K 


(lo -h/ni'K') sin —77^(0 — sin (o -{- /niK') sin Ctn — iiiiii ' ) 

■J.K Iv 2 K ^ K ^ 


7)1 - :)■ . 7)1 izi K ”(.U 

COS — — 
■jiK 


•?. sin — sm ,7 

■>. k '>. K 


sin (1) -i- ))ii. K') sin —77 (w — 7 )ii\\.' 1 
Iv a k ^ 


employons ensuitc les equalions clu [)aragraplic 3o des Fiuida- 
menta^ qui donnenL 

m-rriK' i -j- 17'" 
cos — = 3 

. .1 — y"' 


■iK 


V. 


7C . 7C 

sin —77 ( to -H /)>i K' ) sin —77 ( to — 7 )ii K' ) 
•j. K ^ 0, k 


I — 'xq'" cos — 1- q- 


■ 1 '/' 


ct nous parviendrons a ceUe iioiivelle forme 


SK 


4 \/q"‘ ( I -i- <7'") sin ^ 


TC Tv • TvtO 

sin (to + /nj'K'; sin^-jr(to — /Ju'K') 1 — v, ty'" cos - 1 - 

4\/^(i~r/'«)cos^ 


V. K 7 ) 1 -Kcr 


sin 


I — -xq''^ cos "j^ </ 


tto „ •! K 

2 m 


C’est celle qu’on voil dans la lettre adresstiie I’Acadeinie des 
Sciences et publiee dans les Comptes rendiis du 3 o juillet 1849; 

car, en inlrodiiisant la constante b—^-^3 on peul (5crire 


T —q 


xK 


21 


ixto _ -+- g 


Mais line faille d'impression, reproduite dans les OEavres co 
pletes^ L. [I, p. 143, et dans le Journal de Crelle^ l. XXXI 
p. 297, s’est gllssee dans ces forinules. Les equations ( 3 ), ( 4 ))( 
(6) renferment en eiFel les quantiles 



v/5r3(n-^3), ... et 

y/q{i- 

1 

1 

qui doivent etre remplacees par 




q^)^ ... et 


1 

1 


On pent d’ailleiirs parvenir par d’autres methodes a ces resul 
iinportants. M. Somolf les obtient en deconiposant la C[iianLilc 

(i — cj V z) — cp V z) { \ — - • - (i — 9 <’-*-5 (t — J ) ( I — </’*(’ 

- {z —\){\ — — fpz). . — — . . 


en fractions simples 



Le P. Joubert m’a communique la reinarque qu’on pent, en 
vaiit la ineme inarclie, partir de ces expressions finies 

z{z — q^-'>){z~cp-'>). . .(z — \ — cp-'^l‘z) {\ — cp-^f>z). . .{i — (p 

{z — cj) {z — q'^). . .{z — { \ — q z) {\ — q'^ z) . . .{i — q'^'^-^^z] 

z{z — q''--‘> )(z~ q'*-'').. .(z — q’^'^-t>) — q"'‘+i> z) (1 — . .(i — q- 

t- — • d- — U — • -(i — , 


et faire grandir indefiniment le noinbre n. 

Enlin, et en dernier lieu, je remarque qu’au inoyen de 
mule 


i: 


F (a7o+ x) dx 


2z.'t:S 

1 — [x' 


la 


qui a et^ le point de depart de mon proc^dd, nous pouvons 
simplement d^montrer les relations ^tablies au paragrajahe 
page 22“ : 



0(ar-|-a) &{x b) 
0- (a?) 

H(a7-l-«)H(a7-f-6) 

.02(0?) 


dx 

dx 


0, 

0, 


H (^)=o, et dans la seconde, deux racmes de I’dquation 
= Si I’on prend, en effet, successivement 


F(a?) = 
F(^) = 


Q(t -h a) 0(a7 -i- 6) 

^(x ->r a)\l{x ^b) 

. e-\x) ’ 


on aura p. = i et p.' difft^rant de I’linitd, sauf la supposition que 
nous excluons de b = — a. On obtient d’ailleurs, dans le premier 
cas, 


S = 


ii'Ho) 


) 


et, dans Ic second, 


Q(a) e'(b)+ 0(6) &(a) 

iTlTlTj '^1'’ 


de sorte que, sous les conditions acimises, Ics deux valeurs de S 
s’evanouissent. Cela ^tant, nous pouvons, dans la relation ainsi 
demontr(5e. 



■+■ x) dx — 0 , 


supposer Xq = o] car I’inttfgrale est une fonction continue 
de a?o, non seulement dans le voisinage de celte valeur particuliere, 
mais dans I’intervalle des deux paralleles h I’axe des abscisses, 
mendes ^ la in^me distance K' au-dessus et au-dessous de cet axe. 


X. 

Dans la lli^orie de la rotation d’un corps autour d’un point fixe 
O, le mouvement d’un point quelconque du solide se determine 
en rapportant ce point aux axes principaux d’inertie Os;', Oy', Os', 
immobiles dans le corps, mais entrain^s par lui, el dont on donne 
la position a un instant quelconque par rapport des axes fixes 
Ox, Oy,Oz, le plan des xy (§tant le plan invariable etl’axe Os la 
perpendiculaire de ce plan. Soient done x,y, z les coordonn^es 
d’un noint du corns nar rannnrt aux axes fixes, et -e. X. les conr- 


X z= a \ b -fi c 

j = a' ^ + 6' T; -h c' C, 

z = a"; -h b"-f\ -+• c"!;, 

et la question consiste a obtenir en fonction du temps les ne 
coefficients a, b, c, .... Jacobi le premier en a donnd une soluLu 
complete et definitive, qui offre Tune des plus belles applicatio 
de calcul a la Mecanlque et ouvre en meme temps des voies no 
velles dans la llieorie des fonctions elliptiques. C’est a I’elude d 
resultats si importants decouverts par I’inimortel geometre que 
dois les recherches exposees dans ce travail, et tout d’abord I'inl 
gration de I’^quation de Lamd, dans le cas dont je viens de lu’c 
cuper, oil I’on suppose n = i ; on va voir en effet comment 
theorie de la rotation, lorsqii’il n’y a point de force acceleratri 
se trouve etroitement liee a cette Equation. 

Pour cela je partirai des relations suivantes, donnees dans 
Tome II du Traite de Mecanique de Poisson, page 1 35 : 


da 



dd 



da" 


// 


dt 

— br - 

- 

dt 

b' r - 

- d q. 

dt 

= b" r - 

- c 

( 7 : 

db 



db' 



db" 




dt 

= c/7 - 

- ar, 

dt 

11 

- d r, 

dt 

= c"p - 

- a 


dc 


-bp, 

dc' 



dd 

If 

7 U 

P 

dt 

= aq - 

dt 

— d q - 

-b' p. 

~dt 

a g ~ 

- b 


dans lesquelles r sont les composantcs rectangulaires d 

vitesse de rotation, par rapport aux mobiles 0 x'^ Oj'', ( 

etant, des conditions connues 

p = %a", cj = ^b\ r = '(o\ 

oil a, Y sont des constantes, on tire iminddiatement les df 
tions 


da" 

dt 


= (y-P)6"c% 



'{)c"a", 


dc^ 

dt 


== (P — a)a" L 


dont une premiere integrale algebrique est donnee par Fegali 




aa"2-(-p6"2-4-Yc"'= S, 


S etant une constante arbitraire. Ces quantitds a, [3, y, o soatli^es 
aux consLantes A, B, C, /i, / du M^moire de Jacobi par les rela- 
tions 

^ Q / I h 

“=A’ f*=B’ 'f=C’ “=!’ 

elJes sont done dusignede I qui pent ^tre positifou n^gatif, comme 
repr^sentant le moment d’impulsion dans le plan invariable. Dans 
ces deux cas, [3 sera compris entre a et y, puisqu’on suppose B 
compris entre A et C ; mais j’admetlrai, pour fixer les iddes, que L 
soil positif. On voit de plus que, 8 ^tant unemoyenne entre a, [3,y, 
pent etre plus grand ou plus petit que p : la premiere liypothfese 
donne BA>»/-, et Jacobi suppose alors A >* B >> C ; dans la 
seconde, on a B/i avec A <! B G ; ces conditions prendront, 
avec nos constantes, la forme suivante ; 

(I) a < p < S < Y, 

(II) a>p>8>Y, 

et nous allons immddiatemenl en faire usage en reclierchant les 
expressions des coefficients a", 6", c", par des fonctions ellip- 
tiques du temps. 


XI. 

J’observe, en premier lieu, qu’on obtient, si I’on exprime a" et 
c" au moyen de b” ^ les valeurs 

(Y — a)a"2 = Y — S — (Y — (Y — 3c)c"2 = 8 — a — (P — 

Posons maintenant 

a"2='i^V2 

Y — a Y — P T — “ 

/r2= (P — «)(y— 5) . 


puis 


1 — A--U^ 


il viendra plus simplement 

V2=I- 112, 


JiiLroduisons, eii oulre, la quanLile n-=: (o — a) (y — [3) ; Tec 
cW 

tion (a — y) d' d' prend ceLle forme : 


dt 


= «VW, 


etl’on en conclut, en deslgnant par ime constante arbitrairi 
U = sn[n(^ — Zo)j A-], V=cn[/2(it — ito), A^], W = dn[/i(i — fu) 

J’ajoute que les qiianlites ~ (5 — a) (y- 

soiit tOLites positives el que A- est positif et moindrc que I’m 
sous les conditions (1) et (II). A I’^gard dii module il suffit en 
de remarquer que I’identite 

(8 — a)(Y — = (Y — a)(5-- p) + (p — a) (Y~e) 

do line 

^< 2 ^ (Y — «)(8 — P ) 

(S — a){Y — P)’ 


de sorte que k- et k'-, elant evidemment positifs, sont par 
m^me tous deux inferieurs a I’unit^. Ce point etabli, designoni 
e, e', d des facteurs ^gaux a ± i ; en convenant de prendre d 
navant les racines carries avec le signe -j-, nous pourrons ecii 



etla substitution dans les Equations 


da" 


dt 


= (Y-P)6"c'', 


db" 

dt 


(«-y)c"«", 


f = <P 


a ) a" < 


donnera les conclusions suivantes. Admettons d’abord les cc 
lions (I) : les trois differences (3 — y, a ■ — a — ^ serontn^gat 
et Ton trouvera 


e = 


z' — ee' ; 


ainsi, ea faisant, avec Jacobi, £ = — i, s' = -|- i, on voit qu’il 
faudra prendre e"= -l- i dans le premier cas et la valeur contraire 
s'' = — I dans le second. Cela pose, et en convenanl Loujours que 
les racines carrees soient positives, je dis cpi’on pent determiner 
un argument oj par les deux conditions 



d’ou nous tirons 

cl n CO _ /'( — 8 _ 

ento V Y — 


CCS cpiantit(^s salisfont en elTet a la relation 
dn.^(x) — k^cn^Ui = k'-^ 


comme on le vcirllie alsciraent. Je remarque, en outre, que cnio et 
dnw fcHant des fonctions paires, on pent encore a volontd disposer 

du signe de co. Or, ayant — nous fixerons ce signe dc 
° crHco Y — « ° 

maniere que, suivantles conditions (1) ou (II), qui est une fonc- 


tion impairc, soit dgal a -h 




• INous dviterons, 


en d^finissant la constante w comme on vient de le faire, les dou- 
bles signes qui figurent dans les relations de Jacobi ; ainsi, Fugard 
de a", b", c", on aura, dans tous les cas, les formules suivantes, ou 
je fais pour abrdger u = n{t — 


_ cn a h" — ^ 

cnco' • ento ’ ionco 


Enfin il est facile de voir que w = fu, u dtant r^el; de la formule 


cn(fu, k) = 7 p conclut, en eflfet, cn(u, k')= 


cn (u, /c ' ) ' 

valeur qui est dans les deux cas non seulement r^elle, mais 


All. 


J’aborde maintenant la d^terminalion des six coefficients a, 
c, a'y b' j c' en introduisant les quantiles 

A — a-+- ta', B = b -+■ ib', C = c - 4 - /'c', 

et partant des relations suivantes: 

Aa"-hB6"-)-Gc"=o, 
iA — Bc"-+- Gb"= 0 , 

qu’il est facile de demontrer. La premiere est une suite des 
lites 

aa"-+- bb" -i- ce" = o, a! a!' b' b" -{- c' c" — o, 

et la seconde resulte de celles-ci : 

a = b' c" — c'i", a' = b" c — c"6, a" = be' — cb' ^ .... 

Qu’on prenne, en efiet, les valeurs de a et a' , on en deduira 
a ia' — {h ' — ih')c " — M(c' — ic), 

ce qui revient bien. ala relation ^nonc^e. Cela pos6, je fais ust 
des equations de Poisson rappel^es plus haul, et qui donnent 

D^A=Br — Ggr, DiB = G/> — Ar, DfG=Ay — Bjo, 

puis, en remplagant /?, r par aa", yc", 

D<A =Bc"y — G6"p, DfB = Ga"a — Ac"y, DtG = Kb"^ — Bc 


Mettons maintenant dans la premiere les expressions de B e 
en A, qu’on tire de nos deux relations, a savoir 


_ a!'c"+ib" . 

a"2 — I ’ 


on obtiendra ais^ment 


D,A _ (y — i(Yc"2-4- 

A ~ a"2— I 

on bien encore 

D/A a"’Dta"-i- i(aa"2 — 8) 


veau calcLil 


D^B _ 3) 

B “ 6"2— I 

DfC _ 3) 

(’ “ d'l-i 


Ces formules seront plus simples si I’on fait 

A = a J3 = b C = c • 


car il vient ainsi 


D^a _ a"T>to:'-^i{% — o) 
a ~ I 

Dib — o) 

b "■ 6"2— i ’ 

D/ft _ c"l>t c”A- H'( — 5 ) 

C c "=* — 1 


Cela ^lant, j’envisage la premiere, et pour un instant je pose 
— I = a^, ce qui donnera 

D/ a _ tt D< a -f- J ( a — o ) _ Dj it .a — S 
a ix a’'* 


On en conclut ensuite, en diff^rentiant, 


D?a 


a 



D;-tx 

a 


.(a — S)Dfa 


puis encore, par I’dlimination de 

D?a_D?rt (a — 
a ii ’ 

mais, comme consequence de I’equation differentielle, 

(D,a")*=(7— [3 — p — (a — P)a"!!] [y — 8 — (y — a)a''2]> 


on a la suivante : 


= — (o~a)- — (5 — a) (P 4 - Y — aa) (n-a^) — ([3 — a) (y — a) (rt*+ii^). 

Or on en lire, en differenliant et divisant ensuile les deux mem- 
bres par 2 uD^rt, 

Df It (o — 

a tt’* 

= —[(3 -“)(§-+- Y — 2a) -t- (P — a)(Y — a)] — a(p — a)(Y — 

Nous avons done, apres avoir reinplace a- par a"~ — \ , 

D2 a 

= ( ^ — a) ( Y — 6) ~ ( 0 — a) ( Y — a) — 2( P — a) (7 — 
e’est le r^sultat qiie j’avais en vue d’obtenlr. 


XIII. 


Deux voies s’ouvrent maintenant pour parvenir aux expression.s 
de A, B, C; voici d’abord la plus eldmenlaire. RevenanL aux for- 
mules 


B = 


a"b" 


A, 


^ a" c"-^ ib" , 
C = TT. A, 


je remplace a", b"^ eJ' par les valeurs obtenues au paragraphe XI, 
page 293 : . 

enji (Intosnii „ sntorlnu 

enw^ cnoj ’ /ciioj ’ 

et, au moyen des relations relatives a I’addition des arguments, 
j’obtiens ces rdsultals : 

(t" b " — ic" sn ii cn M dn w -f- sn (o cn 10 dn u cn (u — tu ) 

— sn^o) ~ sn(« — wj 

ar"c"H- ib" snu cno) dnto -t- snw cn u dn u 1 

i(sn 2 it — sn^.w) isn(« — coj 

de sorle que nous pouvons ^crire 

p _ cn(a — (o) ^ C = — . 

‘ sn(a — 10 ■) ’ isn(a — w) 


D; a a!' D; «"h- a — o ) _ (y — ^ ) o!' b" d' -i- t( a — o] 

a a"- — 1 ' a!'- — i 

eL je fais le mchne calcul, apres avoir remplace y — P et a — 5 par 
les valeurs suivantes : 

on w ^ . sn (u (1 II (0 

7 — p = in j a — (j =■ in j 

' sn o) dn (Ji 3 cn (o 

qu’on Lire facllemeat des equations posees page 293 : 



et de /I = ( 8 — 2 '-) (T — ^’expression a laquelle nous parve- 

noiis airisij 

U/ a sn a cn u dn -i- sn w cn w dn m 

= n 7 

a sn-^u — sn*oj 

nous oflre une foriction doublement periodique, dont les periodes 
sont 2K', et qui a deux pdles, ii = co, u = iK.'. Les r^sidus 

correspondant a ces poles <5tant H- 1 et — i , la decomposition cn 
elements simples donne immediatemenl 

sn ?/, cn dn -t- snoj cn to dn 10 TI'(a — oj ) q 

sn-a — sn^to II (it' — to) W(«) 

et la constante se determine en faisant, par exemple, u=o] on 
obtient de celle inaniere 

H'(to) onto (Into 0'(to) 

" II (to) sn to , 0 (io ) 

Nous pouvons done eci'ire, apr^s avoir pris pour variable 

u=zn(t — ^o), 

D„,a _ H'( it — to) 0'(it) 0'(<ri) 

a ~ J-l(it — to) 0(it) 0((o).’ 

et, si Ton designe par Ne''' une nouvelle constante laquelle nous 
donnons cette forme, parce qu’elle doit etre, en general, supposee 
imaginaire, on aura 


■ s’ 
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De cette formule resulte ensuite 


A = N 


r/a ft'KoiT 

Hf a — w) I 0 ,e^) 1“ 
0(u) 


ou plus simplement, en mettant v — clIq au lieu de v, 


[ /a B'lfo)"! 

0(M) 


et I’on eu conclut immediatement 




G = 


sn ( M — o») 

I 


r£a 

L " ^ ©i«) J 

0(w) 

r/a . Q'(t .)) 1 

fv J J 


. , -k — Jk N e'v e 

^sn(^^ — to) lQ{u) 


Des deux indetermin^es Netv quifigurent dans ces expression 
derniere seule subsistera comme quantity arbitraire; Nj qu; 
rdel et positif, se determine comme nous aliens le montrer. 


XIV. 


Je fals a cet effet, pour plus de simplicity, dans les express 
precedentes, 

ia. 0'(w) 


en observant que cette quantity \ est reelle, car on a to = «tj, 
que nous I’avons fait voir (p. 298). Gela ytant, nous pouvonse 


A = v/XN 
B = v/^N 

r — , /T TV 


0 ( li — oj) 

%{ii) 

Q(ii — to ) ei'(Xu-i;-v) 

e(M) 

Q(u — «o ) 


sn(tt — to), 



A a"-H- B b''-h C c''= \/k N ^ r 

cn w 6 (m) 


Or on a 


X [ — cni< sii(« — w)-4- dnu) sn tt cn(a — w) — sn to dn a]. 


crw« sn — to) — dn to sn « cn (tf — to) -I- sn to dn = o, 


cette Equation ^lant I’une des relations fondamentales pour I’ad- 
dition des arguments [Ja,cobi, GEuvres completes^ t. II, p. dao, 
Equation ( i6)], et nous obtenons ainsi 

aa" bb" cc* = o, al a” b'b" c' c" = o. 


,le remarque ensuite que la somme des carr^s -H G- s’eva- 

nouit comme contenant en facteur sn“(i/ — to) + cn-(a — to) — i, 
et nous en concluons 

62_j_ c2 — b'^-h c'*, aa' -¥■ bb' -\- cc' — o. 


Ayant d’ailleurs 


fl''J-4_6"2_)_c"2 = 


/cntt\* /dntosnjiV /sntodnuN* 

\cnto/ \ cnto J \ onto / 

I — sn^K (i — /c»sn2o))sn2tt (i — A''' sn^ u) sn^oo 
cn^to cn 2 (o cn^io 


I, 


les six relations que nous avons envue serontcompletementvdrifides 
dfes queN serad^termin^de mani^ire a obtenir + =: i ('). 


( ' ) Les Equations 

iA=Bc"— Ci>", iB=Ca"— Ac", iC — A.b" — Ba", 

dont la premiere a employee pr^cddemtnent, page 294, et qui contiennent Ics 
suivantes ; 

a=b'c'' — c'b", b—c'd' — a'c", c=db" — b'd', 
a'= b''c — c"b) b' =:■ d'a — d' c, c'= a"b— b" a, 

se vdrifient aussi de la mani&re la plus facile. Les relations auxquelles el les 
condiiisent, <1 savoir : 

cnt) = cnacn'(M — w)4-dntosnMsn(« — w), 
cnu = cnwcn(ii — w) — dn«snMSti(M — u>), 
dn wsnM = cn usn ( M — u) + sn wdn w cn ( u — u ), 
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Formons pour cela les carres dies modules de A, B, C; en remar- 
quant que, par le changemenl de i en — i, to se cliange en — oj, on 
tronve immediateraent 

— sn («-{- to ) sn ( it — to ), 

— - cn( ti to) cn ( u — to ), 

to) . 

> 

d’oii, en ajoutant membre a membre, 

, -T, 0(*i-+-tO) to) r , . , . / < / \ 1 

■i — A N'- -y- [ sn(M-i- to) sn (tt — to)-i- cn (tt + to)cn(z< — oj) -+ rj. 

o ( ) 


+ a'-2 N. 

e'Hu) 

62 -4_ 6'2 = /: >}2 ^ to ) B ( u 


Formons enfin Ics irois produits 

( 6 — j 6' ) (c-t- ic' ), (c— ic') { a4- ta' ), {a— ia'){b-\- ib')‘, 

nous trouverons 

(6 — i6') (c -e tc') 

( c — fc' ) ( a 4- ia ’ ) 

{a — ia’){b-\- ib') 

or les relations el^menLaires 

0 (o)n,(o)H,(it4-«) e (it — o>) = -H(w)©,{u) H (ii)©, (ii)-i-H,(o>) 0 (to)©(M)n,(ii), 
e,(o)H,(o)0(i(4-u)H (It — w)=-H(o>)© (w)H,(«) 0 , (ii) + II,(to) 0,(to) 0(«) II(«), 
© (o) ©,(o)H(ih-(o)H,(m— 0 ))= ©(to) 0 j(w)H (ti)H,(w)+ II (w)H,((o)©(i<)0|(iO 

conduisent facilem'ent a ces ^galilds - 

(6 i6' ) ( c 4 - ic' ) — ~b" c" 4- ia", 

(c ic )(a -+• ia') = — c"a"-\- ib" , 

( ia' ) (6 4- ib ' ) = — a" b" 4- ic " ; 


_ © ( o ) H I ( o ) H , ( » 4- to ) 0 ( » — <0 ) . 

~ iri(o))0'qM") ’ 

__ 0,(o)i-i,(o)©(u4- t.))H( It — 0 )) 

' t lJ-(oj)©'-’(fc) ’ 

_ 0(o)0,(o)I-l (» 4- 0)) III ( It. — (o) _ 

H f ( oj ) ©’q M ) ’ 



sn(it -+- ii)) sn(it — to) = 
cn ( ti M- to ) cn ( — to ) = — n- 


sn2 u — sn2 0 ) 

I — k- sn^to 

-f- cn^to 

1 — k- sii- it sn-to 


donnenL 

sn ( -f- to ) sn ( — o) ) H- cii ( -f- to ) cn ( 

on a d’ailleurs 

02 ( O ) 0 ( it -+- to ) 0 ( t£ — to ) _ 
02 ( £t) 02(to j 


— to) -f- I = 


•X cn^to 

t — k~ sn2 it sn^to ’ 


I — k- sii2 it sn2 to ; 


nous obtenons done 


I = /cN2 


02( to) cn2 to 


et par consequent, apres une reduction facile, 


M- 

llKw) 


On en conclut les vesuUats de Jacobi, que nous gardens sous la 
forme suiv ante : 


a -I- let' = 


1) H” ll) 


0 1 o ) ri ( ft — to ) 

w 1 ( w ) 0 ( lO 

© (o) MtC if — to) 
lli( to ) B{u) 


c - 1 - ic' = 


j-l I ( O ) 0 f it — to ) 

I H 1 ( to j 0 ( it ) ^ 


et il ne nous reste plus qu'ti y joindre les expressions des vitesses 
de rotation autour des axes fixes Otr, Of, Oz. 

Ces quantitds, que je ddsignerai par (i, v', , ont pour valeurs 

V— ap-\-bq-\-cr, 

(/ = a p -^b' q G r, 

' . v" = a"p r-[- b"q -+■ c" i', 

ou encore, en remplaQant'/>, q, r, par a. a", ^b”, yc",' 

v~ aa"a-{~ bb" cc"y, 

c' = £t'tt"a -f- -H c' c"‘Y, ■ ' ■ 


V = Aa"a-f-B 6 "| 3 -hGc"Y, 
et, si nous employons de nouveau les ^galitds 




_ d' c" ib" 

^ ~ Two I -^5 


on ohtiendra la formule 


V = ( 0 — «) ^'(t — P ) A 

a"- — I 


Or, ail mojen des relations 


^ . sn 0 ) dn CO 

0 — a = — m ; 


Y — P = ill 


cnco 


sn to dn CO 


et des valeiirs de a\ b’', c!' ^ il vient 

(o — a^a" i(y — 3)Z)"c" . sn to cn ci dn co -f- sn « cn co cl n ci 

' > 7 77 -- - -- — I - I— — 

a!'- — I sn^tt — sn^to 

. d n ( cc — to ) 

= — in — 7 

sn(a — to) 

I’expression precedentede A nous donne done immedialemenl 

. H'(o)0j('tc — to ) 

■ _ 7 77 • 

H,(to)0(it) 

Voici maintenant la seconde m^tliode que j’ai annoncee pour 
parvenir a la determination des quantites A, B, C. 


XV. 

Je reprends I’equalion diffei'entielle du second ordre, obtenue 
au paragraphe XII, page 296, a savoir : 

D? a = [( ^ — a) (y — 0) — ( 3 — a) (y — a) — 2( p — a) ( Y — a) a, 

etj’j joins les deux suivantes, qui s’en tirent par an changemenl 
de letlres 

D?b = [(Y-3)(a-S)-(3-p)(a_P)-2(Y-P)(a-p)^>"^]b, 


et de ces formules qu’on dtablit sans peine, 


a — [3 = i /1 


Y — a 


k- sn oj cno> 
dn o) 

sn to dn fo 
cn to 

cn to dn to 


^-S 


— p = i/i 


Y — 0 = in 


k'- snto 
cn to dnto 
cn to 

sn to (In to 
dn to 

> 

sn 0) cn to 


lions obtenons, par un calcul facile, 


(j3 — a)(Y — o) — (o — a)(Y~ “) — — “)(T — a.) a"-— n^- [ 'i/.-^sn^it — i — k'^-v-k^ sn^to J, 

[ pn2/,i 

‘i/,-2sn2u — i-;c2+A*b^ 

(a_Y)(p-8) — (3 — Y)(p— y) — '^(a — T)(P— Y) c" 2= /i’-|^o.A-2sn2K — i — 


Prenant done pour variable InddpendanLe a an lieu de t, on aura 


D/, a = [ ' 2 /c^ sn* u — i — A'* -h k"- sn* to J a, 
D* b = [^2 /c* sn* ii - I - A-* + A’* j h, 

DJ c = [a/.- 


el nous nous trouvons, par consequent, amends k trois des qiiatre 
formes canoniques de I’dqiiatlon de Lamd, qui out did considdrdes 
au paragraphe VI, page 280. La solution gdndrale de ces dquations 
nous donne done, en ddsignant les constantes arbitraires par P, 
Q,R, F, QSR', 


a = P 

b = Q 


c = R 


0 '(('» 

H ( u — to) 



0 («) 


0 ', 1 ( 1)1 

If, (a 

— to ) e 0 ii'o» 


0 ( u ) 


Il'ltOl 

0 (ii 

— to)e““"' “ 


0 (ti) 


0 


R 


0*(ti>) 

J, H (u-+-iii)e 
B(m) 

R'lfd)) 

, II| ( /i -4- to ) e 01 iw) 

0 {U) 

_ H'lMI 

, 0(ti -f- to) e 
0( ic) 


I) 1.,., 1? 1 .,. ,1^ D n R 


... an lieu ae ite's, .,., 


A = 

B = 

G = 


p ^ ^ gi 

e(a) 


r / a 0'((oi I Via 

. ^,11 (u-i-co) J- 


r<? 0'i(w)"| 


0 ( ti ) 


0(iO 

i-., I I I (" li + to ) 

Q rr-7— e 




0(a) 


rs , s f'A iritOl") . 

0(a) ^ {<■<■) 




0'{(O) ~1 

0 ICO) J 


0V(O) 1 ^ 

0l(tOlJ“ 

) 


K'do) ' 

Uiw). 



La determination des six conslanles qui entrenl dans ces expres- 
sions se fait tres facilement; coinme on va le voir. 

Je remarque, en premier lieu, que nous pouvons poser 

i'j. _ 0'(ti>) if) ^ 0'i ( to ) t'v II’(<-o) _ 

71 ' 0foj) a 0i(to) ■ /I ri(tjo) ’ 


X designant la qaantite deja consideree aii paragraplie XIV, 
page 298. On a, en effet, 


©i fw) ©'(to) 
©1 (to) ~ 0(to) 


Du log dll tu = 


H'(co) 

H(to) 


e'(o^) 

©(to) 


= Dto log 


snto = 


/c- sn to cn to 
cln to 

cii to dn to 

— — ^ — . ) 

sneo 


elles egalites pi’ccddentes sont veriliees au moyen des relations 


sn to onto 
dnto 


cn to dnto 


que nous avons donndes plus haut. Une consequence importanle 
decoule de la : e’est qu’en changeant u enw-t-dK, l^s foiic- 


tions 


H(a — to)etA« H,(a — to)e^t't 6(11 


se reprodaisenl 


0(a) 0(a) ©(a) 

multipliees par le meme facteur tandis que les qimnlitcs 


II ( a -4- to ) \ 


0'ia)l 1 

0tto) J" 

5 


Hi (a -h to) 
0(a) 




0'|(COl ~j 

0l(tO) J 


ft 


Q(^H- 0^) 1 T" IrnlTi I" 
0(a) 


sont affectees des facteurs 


>~\ o 


, des fonctious doublement periodiqiies, ne cliangeant point 
qiiand on met + 4 K. an lieu de u] il faut done que les facLenrs 
qui multiplient A, B, C, lorsqii’on remplace u par u + solent 
les inemes, ce qui cxige qu’on fasse P' = o, Q' = o,R^=:o. Ce 
point etabli, j’ecris, en modifiant convenableinent la forme des 
consLantes P, (^), B, 


A = P 
n = Q 
C = II 



<d(U) 

ld(u 

to ) 


6(a) 

0( u. 

— to ) 


sn(a — to), 
c n ( — (0 ) , 




et j’einploie la condition A«"-|-B^"h-Cc"=o, qui conduit a I’ega- 
lite 

— P cn iisn (ti — to ) -h Q dnto sn u ci\{u — to ) — t'R sn ro dri u = o. 

Or, en faisant n = o et u — on en dednit 

P = Q = iR; 

de sorte qu’on pent poser 


/k N 


Q = v//t N t?'v, R = 


v/X’ N f?‘v 


ce qui nous donne les expressions de A, B, C obteniies an para- 
graplie XIV, page 298. Le calcul s’ach^:ve done en ddlermlnant, 
ainsi qu’on I’a fait plus haul, la valeur du facteur N. 


XVI. 

Les formules que nous venons d’etablir ontetd le sujet des tra- 
vaux de plusleurs gtSoinetres; M. Sonioff en a donnd une demons- 
tration dans un Mdmolre du Journal de Crelle (*), peu difl'erente 
de celle de Jacobi, et qui repose aussi sur I’emploi des trois angles 


{^) Demonstration des formules de M. Jacobi relatives d la theorie de 


serie 2®, t. Ill, p. 33 ), a employe le premier les (Equations 
rentielles de Poisson et les quantiles a 4- io! ^ b -H ib‘ ^ c + ic 
j’ai fait usage, mais son analyse est entierement diff^rente 
mienne. C’est a un autre point de vue que s’est place M. 
lini (‘) en d^duisant pour la premiere fois les consequence 
lytiqiies de la belle tlieorie de Poinsot, que son auteur ni per 
n’avait encore donnees d’unc mani^re aussi approfondie. Je 
tionnerai enfin deux r^cents Mdmoires de M. Siacci, profes 
rUniversite de Turin, et dontl’auteur a bien voulu, dans la 
suivante, m’indiquer les points les plus essentiels : 


a Turin, 2/1 decembrc 1877. 

» Poinsot, a la fin de son Memoire sur la rotation des 
deraontre que la section diamdtrale de I’ellipsoide central, 
minde par le plan parallele au couple d'impulsion, a son airv 
tante. Ge theoreme a did le point de depart d’un Memo 
dont les r^sultals se rattachenta la theorie des fonctions ellip 
aussi bien qu’a la theorie de la rotation. Je me suis d’abor 
pose le probleme de determiner le mouvement des axes d 
section : pour abreger, je Fappellerai section invariable^ 
plan, plan invariable. Une premiere solution du proble: 
sugg^ree par rhomoth^tie de la section invariable avec I’i 
trice de Dupin, relative a I’extr^mite de I’axe instantane ( 
La rotation d’un systeme de trois axes rectangulaires, dont 1 
miers coincident avec les axes de la section, n’est que la resi 
de deux rotations, Pune due au mouvement du pole sur la p 
I’autre due au mouvement de I’ellipsoide. Soient, sur ces a> 
p2j Pales composanles de la premiere vitesse angulaire; ?? 
m3 celles de la seconde. La rdsultante se composera de Pi 
Pa + m^a, P3 -h W3 ; et, comme le pole reste sur un plan, c 

(i) Pi-l-mi=o, Pj-+-/n2 = o, d'^ \ dt, 


Determinazione analiiica della votazione del corpi liberi se 
concette del signor Poinsot {Memorie dell’Accademia delte Scienze del 
to di Bologna, vol. X ). 

(’) Memorie della Societd italiana delle Scienze, 3® scrie, t. III. 


SUR QUELQUKS APPLICATIONS DES FONCTIONS ELUPTIQUES. 


3o7 


(p etaiiL la longitude d’uii des axes de la section. Soienty/«Xj, [/as, 
[/as les demi-axes de I’ellipsoide (le troisicine est celui qui ne se 
couche jamais sur le plan invariable); a?i, a ?3 les coordonnees 
du p61c; X|, Xo, X 3 (X 3 = Oj A|, Xa sont les demi-axes carr 6 s de la 
section) les racines de I’^qualion 


On aura 


(X)^ 



a, — A 



aj—X 


— [ = o. 


2 _ --X,.) («;— X,.) (<7-3— X,.) 

(X;. — Xj) (X/. — Xs') 


aP,. c/( = 


jHx ?n„' / dXs 
Xg — Xg' \ml 


dXg' \ 

7?l|, J 


(r, s, s' elant trois nombres de la s^rie i, 2 , 3). Comme 
X| Xa =: const. = C-, on a /;i3 = const. C’est, en elTet, la distance du 
centre O au plan fixe de contact; de meme ni) , nis sont les distances 
de 0 des plans tangents aux surfaces (X,) et (Xo). Au moyen de 
ces valeurs, les equations (i), qui reviennent on substance aux 
tiquations d'Euler, donnent ^ et en fonclion de a? = X, -|- Xo. Eii 
posant t — mi (n expression connue), on obtient 


, . , //, lojt .siu'a 

(2) '|7==F- 


d<j 


A? sn IT ^ _j_ I 

— 




(3 


) '!'=±5[ 


u r 7^ lof^ n (i'a) <iiogii(tx) 


f/ar 


d- 


J i‘ 


0 ( « — /’ a ) 0 ( li — id) 
0(it-|-ia-) 0(fi-)- iz)‘ 


el I’on prenclra le signe supdrieur ou inf^rieur, suivant que mj >• 
ou <; a-s- 

Le module est 


4- = 


t/ 


a3{as—ai){r^ — a,as) 
ai{as — as) {c^—azas) 


et C 7 et T sont ainsi donnes 




d(f 


y y/ 1 — 

c ( \ _ ^ — ^ 1 / ' 

( G/ «3 ±: c v I 


J., \/i — /c'2 


H ( icr) \/0 (ti i-z) 6( It — JT ) ± H ( ix) \/&( u ia) &{7^ — i tr ) 
H(tcr) y/0 ( M -+- tT ) 0 ( a — t T ) zh H(i':) \/0(a-t-icr)0(M. — i<j) 


donne A( el Aa. L’etude de I’expression (3) d^inonlre que le ii 
vement moyen des demi-axes de la section est donn6 par le t( 
inuUiplie par el I’inegalite par I’aulre, lorsqiie o- << K.^; lor; 
c->»K', le mouvement moyen et I’in^galite sont donii(§s pa 
memes lermes en y cliangeant cr en a — aK'; et Ton Lrouve 
dans le second cas, le mouvement moyen coincide avec celu: 
projections des demi-axes ety^rta, et dans le premier avec ( 
des projections de y^nta et de I’axe instantan(5. 

On pent tirer '1/ de Texpression de la longitude (p) d’une d 
quelconque OPi, dont I'extremite a pour coordonr 

Je trouve ainsi 


arc tang 


r /nioa^i L 

Wo Xo J.2 


, / /nia?,b 

l\ai-l2 

CU — A 2 

1 , 

«3 — ^2 / 

’ V«i — 


«2 


W-1 .r;)i 
«s — I 


et je donne aussi I’expression developpee de (p). Comme ^i, c 
sont fonctions arbitraires de w, on voil I’infinite dc formes q 
pent donner a I’expression ( 2 ) de d/. 

» En faisant coi'ncider OK avec y/ai, et avec 

instantane, on oblient leurs longitudes p.i, poj pa? p- et I’on a 

y , I m-2 «r 

( 4 ) w = i^r — a rc la II ”• ^ = ix — a rc ta n g — • 

till a,.— A") nil 


» Ces quatre expressions de contiennent les principaux t 
remes sur la transformation et siir I’addition des parainelres 
integrales ellipticjues de troisieme esp^ce, mals sous une ft 
nouvellc^ cause des lermes circulaires. 

I) Le mouvement des projections des axes du corps et de I’axt 
tantand a ^te determine par Jacobi : leurs in^galitds sont don 
au moyen d’une conslante a, cjui se trouve lide avec nos quan 
par I’dquation <r + T= 2 a; mais aux expressions des mouven 
moyens concourent les moments d’inertie du corps. Au moyei 
quantitds cr et t, elles acquierent, comme on a vu, une forme 



sn la cm la cn 

lb 

ao 

sn la cniw an ib 


c 

sn ib dn ib cn 

ia 

c 

sn ib cn. ia c 

1 n ia 

c 


cn- u 


x\ 

dn^ift 



a, 

cn-ib ’ 


(ij 

= TT-sn-ii, 

ci\- 10 



en 

cliangeant x ], : 

: a,- 

en m 

0 2 . *> 

3^,-: on 

change 

b 


sn lb cn ib fin la 

sn ia cn ia d n ib ' 

sn-t6 , „ 

—rr dn- u\ 

cn''* lb 


)) J’ajouterai aux resultats de moii Memoire le cosinus de direc- 
Lion des axes de la seclion invariable par rapport a I’axe instaniane 
et aux axes dn corps; ils sont 


mi Y dn /' // -h ia ), — X d n ( u — ia ) 

. . _■■■ ^ 1 . ”” — j — ^ M l . . , — ... .. — ^ 'm y 

^ ni\-{- m\ 2 f ^ *^1 " C <■<■' "i~ } d n ( f< — ia ) 

iii2 _ Y dn (f/. -1- la) - 4 - X dn( ft — ia) 
^ m'{ -+• ml 2 ^ X Y d 11 ( a -h ia ) cl n ( a — ia ) 


in\Xi 

Y sn (u -1- in) -i- X sn ( u — ia) 

nio.r, Y*" s n ( 11 ia) — Xsn(ii 

— ia) 

a, — X| 

nil 072 

2 cn ia v^XYZ 

Y cn(ii-i- ia)-)-Xcn (a — ia) 

a, Xo 2icnia/XYZ 

»?2.r2 Y(;n(K-|-ia) — Xcn(a 

~ia) 

a-i — X] 

Hii .r., _ 

2 on ia /X YZ 
_ Y — X 

<12 — ^^2 2 i cn ia /XYZ 

n 72 ''r:i Y -t- X 


as— X| 

2 icniav/XV/ 

«3 — X2 2cnia\/XYZ 


oil 

X^ = I — />■- sn 2 ib sn^ ( u -|- ia), 

Y- = I — /c** sn ^ ib sn - ( it — ia), 



Z ( I — sn2 iasn^ii) = i , 
n , 2sniasni'r 


\/c ^/sn^Tr^— sn^ia 


Les doubles signes se rapportent aux cas de avec la con- 

vention que, suivant que « -f- > ou ■< K.S X., Y, ou bien 
X sn(f/ — ia), Ysn(ti-hia) imaglnaires conjugn^s, aient leur 
partie rf^elle positive. On tire ces expressions de (4). La substitu- 
tion directe des valeurs x,, x^] /«(, ma ; X|, ^25 donne des ex- 

pressions assez simples, mais tout a faitdiffdrentes, et leur cdmpa- 
raison donne lieu cles forraules remarquables. » 

' Les resultats dont on vient de voir I’indication succincte sont 
les premiers qui aient 6\.6 ajoutes aux travaux de Jacobi dans la 
tb^orie de la rotation; mais je dois signaler encpre, en. raison de 
I’int^rdt que j’j attache, un point.non mentionnd dans le rdsumd 


OjK), dont le premier soit constamment paralldle a la direclioi 
rayon vecLeur de I’erpoloide; M. CKellni a inlroduit, en suivai 
methode de Poinsot, les angles des axes ddnertie avec les dn 
Oa?), Oyt , 0^, et donne ce sjslerae cle formules, ou t desigr 
rayon vecteur de I’erpoloVde 


cos(a?i «') = 

cos(a7i7') = 
cos{a7i z') = 


1 

X. 

) 

( Y — 0 ) c" 

y 


COS ( /i x' ) — 

cosiy^y') = 
cos( 7 i z') = 


X 

C a — Y ) 

( ji — a) (7."// 


cos(^i a?'): 


cos(-i7’)^ 


cos(^) z') ■■ 


C’esl le passage des neuf cosinus de M. Chelini a ceux de Ja( 
qu’il dtait important d’effectuer pour completer la deduction 
lylique de la theorie de Poinsot, alors meme que, par cette ^ 
on ne dut peut-etre pas y arriver de la manlere la plus rapidi 
renverrai, sur ce point essentiel, aux beaux Memoires de M. Si 
en me bornant a reinarquer les relations suivantes, dans lesqu 
V, = e — iv', 

cos(ari x') -i- i cos (71 a?') = - AVi, 
cos(a 7 , 7 ')-{- jcos( 7 i 7 ') = i BVi, 
cos(a;, 2 ')h- icos( 7 i z') = - GVi, 
el j’y ajouterai qiielques formules relatives a I’erpoloi'de. 


XVII. 

Si I’on met, au lieu de y;, dans les equations da ] 
graphe X, page 290, les quantiles suivantes : 

oil p, r sont les composantes de la vitesse et p une inddt< 
nde, on aura> pour determiner la position de I’axe instanta: 


a? = (a/)-4-6 7 + c r)p = p p, 
y = (a'p -h b' q c'r)p = i>' p, 
z = {a p -+- h” q H- c"/-)p = p"p, 


doat la derniere est simplement z~ 8p. Or, I’erpoloide dtant la 
trace de cet axe mobile sur le plan tangent a Tellipsoide central, 
^ = 8, on voit qu’il suffit de faire p= i pour obtenir les coor- 
donn^es de cette courbe, exprim^es en fonction du temps, on de 
la variable a. Nous avons ainsi 3?= p’, p'; mais ce sont plut6t 

les quantit^s x iy el a; — iy qu’il convient de consid^rer, et je 
poserai en cons<^quence 


X ly z=- 
X — iy = 


ir(o)ei(K — to) e'(>.»H-v) 
IJi(aj) 0( u) 

H' (o) 01 ( « -f- 0 ) ) 

6(u) 


= ^ (iO, 


ce qui permettra d’employer les conditions caracteristiques 

‘Ij ( it -H a K ) = p ( it), <I> ( it -1- 2 1 K' ) = — pt' <I> ( it), 

<I>i(it -+-aK) = - <[>i(it), ‘I>i(it -h 2t K') = ^‘I»i(it), 

[a |j. 

OLi j’ai fait 

(jt = pt' = e 

Elies monlrent, en effet, que les produits (a), 

D„<I>(ii)D„$, ( w), et en gdn(5ral w)D^<[>, (a), quels que 

soient in et /i, sont des fonctions doublement p^riodiques, ayant 
aK- et 2 iK' pour p^riodes. En particulier, nous envisagerons I’ex- 
pression 

D„<I>(it) D, *<!>,( it) = 


puis les coefficients de i dans les suivanles 

D„ <I>( it) tlJ, ( it) = xx' yy' -h i{ xy' — yx' ), 
D» <3^(it) D«4>i(a) = x'x''-+-y'y"->r i{x' y" —y' x"), 


ces fonctions doublement p^riodiques donnant, par les formules 
conniies, les ^l^ments del’arc, du secteur et le rayon de courbure. 


3I2 


CMiLVnKS UK CllAKLES IIEH.MITE. 


(ilemenls simples, rappelee au commencement de ce travail ( 
p. si^o), et dont I’applicalion sera facile, et <I>| ( u) ayanl { 

p 61 e unique u = iK.'. N’ayant ainsi a considerer qu’un seul 
ment simple, suffit d’avolr les ddveloppemenls suivan 

|)uissances croissantes de e de + e) et $1 (f Iv' H-s) ; ils £ 

tiennent comme on va voir. 

Je remarque d’abord que, au moyen de la fonction 
definie au paragraplie VI, page 280, on peut ecrire 

I On _ iSrt 

>t>(u) = C Oi(u, — w) e " , ‘I’i(n) = C] w) e ", 


(j et C,, designant des constanles. C’est ce qu’on volt en joig 
aux relations precedemment employees. 


lot &'((!)) 

/i ^ 0(10) /i 


la suivante 



u 


_ ir 

0i(toj n 


Hi(^) 


ll(co/ 


qui resulle de la condition a — 0 = i/i " (§ P- 

la mettant sous la forme 


ta 

n 


io 


= Do, log cn CO 


ni(co) 

Hi (to) 


B( to ) 


Cela posd, I’equation /cpi (i/, to) = y to + K + fK') m( 
qu’on a le ddveloppement de cp, (rlv^ -f- s, to) cn changeant 
plement to en to + R -f- fK' dans la forjuule de la page 2^9 : 

to) = 1 _ ioc _ ' 0^,3^..., 

t U J o 


et il vient ainsi, en nous bornant aux seuls termes necessairc 


I / k’- 

i o, ( t K. to ) = — — I 

' s \cn2(o 


3 


k'- snto (Into 
ca^to 3 


Ddsi gnons par S,, pour abi’dger, la st^rie du second membj 
par S ce qu’elle devient lorsqu’on change i en — i, c’est-a-d 


SUR QtlKl.QUKS APPLICATIONS DES FOiNCTIONS ELLIPTIQUES. 3 l 3 

ou R el R| sonL deux nouvelles constantes, dont la signification se 
nionlre d’elle-meme, 11 est clair, en effet, qne ces quantiles sont 
los residus des fonctions <!>(««) et $((w) pour = zK', de sorle 
qii’on trouve iinmi^diatement les valeurs 


R = 


■ — ). V 


Ri = -t~ n e 


I'Ktt') 

TIT 


+ 1 K'—i 


et par suite la relation RK, = — n-. Void maintenant les applica- 
tions de nos fonnules. 


XVIII. 


Je pars des equations suivantes 



<P(iK' -h e) D: 

:<I>i(tK'-+- e) =- 

- n’- 1 

fs'H- 

i^s 




n 


e) 

fpi (i'K'-i- e) = - 


fs'-h 

-S 



V 


Os 

^^(aK'-h e) Di 

( i K “{— £ ) — — 



2 i 5 

n 







etje me borne a la pariie principale des developpements en fai- 
sant, dans les deux dernieres, abstraction des lermes ridels; le cal- 
cnl donne pour ri^sultals 


si I’on (^crit, pour abri^ger, 


nVc'2 

= — ; 1 -i- S’-, 

cn* w 3 

2 n''^ k'^ sn to d n 0 ) 3 8 n* k'^ 

icii^to cn’-'to 




(') M. Magnus de Spari’c a signals (C. /?., t. XCIX, 1889, p. 906) I’oubli du 
signe — devant le premier terme de la quantiui Q. It cn a conclu que I’dqualioa 
ddlerminant les poinls slalionnaircs pouvait s’dcrire 

sn^A = a PY + + «T 

B — a 5 (By va -h aS) — aaBv 
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Remplacant clone ^ et 1 par - D.i, -^Dj' on obliendra, 
designant par C, G', G' des constantes, 


-+-y 




“ 0(jO ’ 


Xy' ~yx' 


^'y'‘--yx''=z G"-f. Q D„ 


n Q{u) 


Employons enfin la relation A. sn^„, el nous p 

viendrons, en modifiant convenablement les conslanles, aux < 
pressions suivantes, 


C -t- /n.2_ §2_ ^ 

\ cn- o) / ’ 


xy'-yx’= C'~^nk-^ sn2,i, 


xy'—yx" = G"- ^ /c2 sn2 
n 


our determiner C, C, C", je supposerai u = o; il siiffira ainsi 
connattre les valeurs des fonctions ^>(«/), <E>, (u) et de leurs p 
mieres ddrivdes quand on pose ^^ = o ; or on obtient, par un cal 
lacile dont je me borne a donner le rdsultat, 


e-i'^ (u)z=— in ^ -t- 6 ^ n i cn^co -f- ^ 

cno) ciiu) ncnwdnto 


e+'v 4 ji ( a) = -h in ^ a u _ i cn^io h- dn^gj ii^ 
entri cnii) ncncodnfo 


on en conclut 


G = p2^!l!id, 

^ cn2(o ’ Aa — — — j 


Q" j 3 cn2(u -H p2 cln-a 


n c n * u) 


Soient done S I’aire d’un secteur, ^ la longueur de Fare et 
rayon de courbure de Ferpoloide ; nous aurons 






n-cn^tt) (3? 


-f- ( /J.2_ a2_ ) /f2 sn'^ 


(ant I’aire a partir de t 

n tin- to 


^0 OU a =: o, 



r-f 

eYtol / 

. dn^ to 

. 3 \ 

^ 0 (tt) 

u — no 

-u- 

— = nul 

V 

ft 

‘ cn‘^ 0) 

° kJ 

1 ■+■ U.0 

0(t<j 


il en resalte qiie, ii devenant le secLeur s’accroit de la 

quantity constanLe 



cn-o) 



OU, sous une autre forme, 

Je d^moiilrerai ensuite que le trinome en sn ii qui se prdsente dans 
I’eldment de I’arc, et dont les racines sent rdelles et de signes con- 

traires, a sa racine positive comprise entre i et^* En faisant, en 

effet, sn«=i, puis su«=:y.) nous Lrouvons pour resultats les 
quanlitds 

— ^) (5 — li) Y^ ( P ^ 1 
tY— P)(o— a; ’ Y — ’ 

dont la premidre est positive el la seconde ndgative. On verra sans 
peine aussi qu’en introduisant dnu au lieu de snt^, il prend la 
forme sulvante, qui est assez simple, 

— [Y (“■+■? — 28 )— -aPldn^n — (y — 13)(S — a)dn'^w. 

i P 

Enfin, et en dernier lieu, je remarquerai que les constantes qui 
entrent dans le ddnominaleur du rayon de courbure peuvent 
s’ecrire ainsi 

Q = 8 (Piy -H Y^ -J- ap) + 2apY i 

[3(n* /c® cn®to -t- dn* w ) P(y — o)(|3a-t-pY — “T)p\ 

cn^^io ~ Y — P 


(') Nous supprimons ici quelques lignes relatives k la formule donna nt les 
Doinls stationnaires. inexacte comme il a indiaud dans la note de la nase 3i3. 




XIX. 


Apres I’erpoloide, je consid^re encore la courbe splierique 
crite par un point determine du corps pendant la rotation, et 
Ics equations sont 

X = a ^-f-6'r)-4-c 
y — a!%^h’ d X,, 
z ~ a’'\ -4- Z)"'r) H- d'X,. 

.le reinarquerai tout d’abord que les elements geometriques 
oonservent la m^me valeur quand on passe d’un sysleine de ( 
donnees rectangulaires a im autre quelconque, seronl des 
lions doubleinent periodiques du temps. Si I’on pose, cn elle 

T>'t' X — a 4- b -O/t-f- c C/j, 

D{‘j/ = a' 6'r,,i4- c' !;«, 

Df z — h" c 

les equations de Poisson donnent I’acilement 

|rt4-l = -Df <] 

r — p 
C«4-i = C« ■+■ — 9 

et CCS relations permettent d’exprimer de proche en proche 
toute valeur de /i, les quantiles pai' des fonclions r 

nelles et entieres de a", b" ,c". On troiivera, en particulier, 

= b''% — c"y'/j, y), = c"y^ — a"a^, = rt"a'/] — b" fij 

et, par consequent, en d^signant par s I’arc de la courl)e,- no 
rons la formule 

1 -I- Cl . 

On obtient ensuiie, pour le rayon de courbure R et le ra; 
torsion R,, les expressions suivantes 

(rT-t-vi?+C?P O 

l\- — l\x= 1 J 

, . . It" -f- S'V- A 


w = ^ir; 2 — 


It /■( I 1 2 C 1 '•^1 2 1 ^ — C I ?2 — ?2 ^ I ) 

^1 ?2 it 

■ni '/i 2 Vis 

?I ^2 ^3 

G’cst a I’element de I’arc que je m’arreteral un momenl, afia d(^ 
tirer quelques consequences de la forme analytiqiie reinarquabU; 
que presente la quantite avons, en effel, la 

relation 

'OV) 1 + = o, 

qui donne facilement 

et, par suite, cette decomposition en facteurs imaginaires conju- 
gues, OLi j’ecris, pour abreger, p- = ^- -f-y)- + 

(^--H ^2) ( D^s)^ = (i;?,— tp-f],) — ipvj, ). 

Or les valeiirs de b\ c", a savoir 



conduiseni a I’expression suivante 


ip'fi 1 = “ ($■') + *pO cn li 

“ '( dna, 

etnous allons'facilement en ddduire les valeurs particiilicres des 
coordonnees /j, pour lesquelles I’arc de la courbe spherique, 
au lieu de d^pendre d’une transcendante compliquee, s’obtienl 
sous forme fmie explicite. Je me fonderai, cet effet, sur cette 
remarque, c[ue le produit de deux fonctions lindaires 

' /.n j/ Ti' c ,, > 



V\ ( 7i \ — f K r n 


R 


A2/f'2_t- B2_ Cik'^= O, A'2/:'2-l- B'2— G'2/f'2= o. 


A cet eflet, j’observe que les formules 


sn-if/ = 

cn i It — 


•X sn iL cn u dn u 
1 — k'^ sn'^ a ’ 

1 — a sn2 a -l- /c^ sii^ it 

I — k'^ sn* iL 


dn a = 


I — 'xk- sn2 u -H A:2 sn*a 
I — k- sn* u 


permeLtent d’ecrire 


A cn a 13 sn a zz C dn a zz 

_ A C — a( A -H C/:2 ) sn2 M + (A -+- G)/f2 sn* zz -i- aB sn zi cn zt cl n z 

I — k- sn* zz 


Cela 4tant, soil, en d^signaiil par g et h deux constaules, 

A-f-C — a(A + G/:2) sn* zz -4- ( A -+- G)/:* sn* zz 

-i- a B sn zz cn zz dn zz = (^ sn zz -h h cn zz da zz 

on verra que les quatre equations resultant de I’identilicalioii 
reduisent aux trois suivantes 

A-4-G = A2, 2(A + CA:2) = /z2(i -+'/c2) — ^2, B = gh', 

or I’dlimination de g et li conduit imra^diatement z\ la conditlti 

A2A'2+ B* — C2/c'2= 0. 


Soit de meme ensuile 

A' cn azz -t- B' sn azz h- G' dn azz = 


( ff' sn zz H- h' cn zz dn zz)- 


1 — A* sn* zz 


sous la condition semblable 

A'2/c'2-4- B'2— C'2A'2= o; 


nous en conclurons, pour y^II ( a zz), I’expression suivante 
V^ n ( azz) ( sn zz 4- /z cn zz cl n zz ) ( ^' sn zz H- A' cn zz cl n zz ) 

I — /f2sn*Z5! ^ 


ou, en developpant 


sun QUELQUES APPLICATIONS DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 3 IQ 

on en deduit ensuitc facilement, si Ton change u 
^ 

‘X \/]I( (i) = ^ ^^'(dn u — cn n) ■+■ (^h' hg') sn u -H /i/i'(dn u -h cn u). 

Voici maintenant Tapplication de la remarque que nous venons 
d’etablir. 


XX. 


Revenant a I’expression prec^demment donn^e des facteurs de 
je pose 


A=ay/ 

^^(E'l+ip?). 

Y — g 


A'=cy 





et j’observe que, au moyen de la valeur k'- 
conditions se prdsenlent sous la forme suivanle 


(g — Y) ((E — o) 
([i — YJ (a —8)' 


nos 


^ ( 5-1 + ip? p 4 h (? +• 7^-8 = '■> 

- ip?)' -I- zr^ ({’+ ?')'-!- Cr? H- ipE)’ = “■ 
a — 0 p — 0 Y — 0 


Elies donnent immddialement = o ; et nous poserons en con- 
sequence: 


I = 0 , 


2“ r^ = o, 

3“ C = 0, 




_£! ?i!_\ 

p _ 8 a — 8 / 



y-3 p~8; 

t!_\ 

a — S Y — ^ / 


C» = o, 
$2 = 0, 

z= 0. 


Soil, pour abrdger, 



cl -f” b “1— c — Oj 


a — 0 p — S 

nous obtenons les trois sysLemes cle valeurs 




3 “ 


^ = 0, 

2 — ~ (■» 

b, 

11 

o 

11 

c, 

o 

II 

r--b, 

ry-=: a. 


Maintenant je vais deinonlrer que, de ces diverses solal 
premiere est seule reeile el repond a la question proposee. 

Pour cela, je rappelle que les constantes a, [i, y, 8 satisl 
conditions 


a < |3 < G < Y, 


(T) 

OLi a celles-ci 

(H) a>p>S>Y, 

et j’observe qu’on aura, dans les deux cas, 
(a — 8 )(y— P)< o, (p — o)(a — y) > 0 , 
J’ajoute a ces resuUats les suivants 

Yo -T- pS — yP > o, ao -h YO — «Y > 

qui donneronl, comme on voit, 

a < 0, b > o, c : 
On peut ^crire, en effet, 


(Y — 


lo 4- ao — 


YO H- pS — yP = 1^0 -+- ( 0 — P ) Yt 
aS H- y 8 — Y* — aS 4- ( S — a)Y, 
pS -f- ao — p,a = aS -H ( S — a ) p, 


et, dans le premier syst^me de conditions, on voit ainsi 
premiers membres sont tous positifs. Nous ferons ensuite 
sant an second system e, 


. Y^'+'PS — Y? = + (2 — Y)P) 

ao -s- y 8 — aY = y 3 -H (S — y) “ i 



mais ces transformations faciles ne suffisent plus, a I’egard de la 
troisieme quantite jiio 4- ao — jBa, pour reconnaitre qu’elle est tou- 
jours positive comme les autres. I) est n^cessaire, en effet, d’intro- 


duire une condition nouvelle, “ H" ^ ^ ayant son origine dans la 
definition des quantites ^ qui sontproportionnelles aux mo- 
ments principaux d’inertie. Nous ecrirons, dans ce cas, 



et le dernier resultat quI nous restait a dtablir se trouve demontrd. 
Les valeurs r^elles ainsi obtenues pour les coordonnees 7j, a 
savoir ^ = o, Tj c, donnent, en prenant les radicaux 

avec le double signe, quatre points qui decrivent des courbes rec- 

tifiables, on plutdt deux droites remarquables : ^ = o, 7) = ±: 

dont tOLis les points ddcrivent pendant la rotation du corps de telles 
courbes. Pour former I’expression de I’arc 5 , observons que, d’apres 
I’egalite a -h b c = 0 , on pent eci'ire tp = y/a, ce qui donne les 
valeurs suivantes : 



On a ensuite 

A'=:— A, B'=B, G'=G, 

et nous en concluons 


(A cn u -h B sn u -1- G dn u) (A' cn u ■+■ B' sn ti -i- G' dn u) 

= (B sn « -h G dn £i)* — A^* cn^ it. 

La condition A- B- — C*/d- = o conduit enfin ^ cette nou- 
velle transformation 


( B sn It -i- G dn it)2 — A^ cn^tt 

C2A-'2— B* 

= (B sn It G dn It)'* ^7^ ( dn* it — /c'* sn* it) 


= G /c' sn It ^ d n it^ 


2 
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sion de I’arc de la courbe spherique, 


= + — pa)(3 — !()(T- f) J'/isnlldu 

(In a dll, 


puis, en effectuant les integrations, 

s = Y “( po ao — [3x) (6 — a) (y — p ) log(dn w — /c cna] 


(3 ^ ^ (ao-i-yo — ocy)(° — “)(T — “) 


II en resulte qae, n devenant w + 4 K, I’arc s’accroit de la quaii 
constante 




ao -h yo — ay ) ( 0 — a j (y — aj. 


XXL 

Je terminerai cette elude de la rotation en indiquant encore 
point de vue sous leqiiel on peut traiter la question et ou 1 
evitera le defaut de sjmetrie des methodes precedemnient ex 
sees, qui donnent d’abord les quanlites A, B, G ; puis, par 
calcul different, la quantite V, en separant ainsi des expressr 
composees de la mSme maniere avec les quatre fonclions fon 
mentales de Jacobi. Des transformations algAbriques faciles 
equations de la rotation, lorsqu’on suppose en general le co 
sollicite par des forces quelconques, permettent, en effet, d’as 
cier les composantes de la vitesse aux neuf cosinus ; elles seron 
point de depart du nouveau procede que je vais donner pourle 
oil il n’j a point de forces acceleratrices. Avant de les exjaoser, 
rappelle d’abord les equations d’Euler 


b" r- c"q, 
b" = d' p — a" /■, 
c"= a!' q — b" 

puis 

DfA=: B r—Gq, 

Df B = C/3 — A r, 

DtC ~ A q — B/3. 

Cela ^iant, solt, comwe pr^C(5demment, 

p — a p b q c r, 
p' = a' p -h b' q ~h d r, 
p"=a"/ 3 H-i"g -t-c"/', 

en ^crivant, pour abr^ger, 

A =/3 D//) -H g- D/ 5- -t- /• r — ( a!' p -h b” q H- c"/’) ( a" -h 6" g 4- d' Tit r), 

nous aurons, coinme consequence, les relations suivantes, que je 
vais ddmontrer : 


I. 

A A = V( D; /? — a" Df p") I Df V Di a", 
BA = V(D,f?- 6"D,p")-l-iD,VDi6", 
GA= V(Di/-- cDtP")-hiT>t'VDtd\ 


II. 

Va"= Ap" 4- t'DfA, 
\b"= Bp''h-iD,B, 
Vc"= Gp"-t- iD^C; 


III. 

iCTitb"= B/--+- ic"DfB, 
i ADf d' — Cp -h ia"DtG, 
iBDta" = Aq -+- ib" Dt A ; 


IV. 

i:BDiC"= Cq-+- ib"DtG, 
i GD<a"= A /■ -I- iV'D; A, 
iAD(6"= Bp-+-ia''D(B. 


A cet effet, je remarque que, en ecrivant A sous la forme 
A = -^Btip^-^ q^-h /'*) — p"J)fP", 


la condition _j_ ^2 _j_ ^.2 _ (,2 _j_ (y/2 donne immediatement 

A = pD^p 4- p'Dfp'. 


Observons encore qu’on tire des equations 


siori suivante : 

a' V — av' — b” r — d' q = D; a". 

On a d’ailleurs immddiatement 

D(/) — a"DiP"= 

€t ces resultats transforment I’equation 

AA = V(Di/) — a"DiP")H-iD^VDia" 

dans la suivante 

(a. -4- iV) ( vDfV H- p'D^v') 

( V -4“ iv ) { jD^ V "4“ -D/ V ) — }- t JD^ V -4~ V ) j 

qui est une ideniite. 

Passons a Pegalild Va" = Ap" -I- ^Df A ; il suffit d’y remplaccr 
les quantiles V, v" , DfA par les expressions en A, B, C, /?, ce 
qui donne 

; (A/> -4- -4- G/-)a"= A(a"/) -4- b” q -4- c" r) -t- j(B/’ — Cg'), 

et par consequent encore une ideniite, en I’ecrivant ainsi 
g(Ba"— A^)"-M-G)-t-r(Ca"— Ac"- iB) =o. 

Enfin les equations 

iAD,c''= G/3 + iUiGa", ikT>tb''= Bp-i- tDfBa" 

des systemes III et IV conduisent, par un calcul semblablc, en se 
servant des expressions de D^c" et Df6", aux memes dgalites 

A6"-Ba"=iG, Ac"-Ga" = -iB; 

elles se trouvent done encore verifiees ; or toutes les autres equa- 
tions, dans les quatre systemes, se demontreraient demeine, ou se 
deduisent de celles que nous venons d’etablir par un simple eban- 
gement de lettres. 


XXll. 


J’applique maintenant ces resultats au cas ou il n’y a point de 
forces accel era trice s, et ie nose k cet effet d = aa" . a — 


A = a2 Di a" + p 6" 6 "h- Y® c" D, c" = ( a — p ) ( p - Y ) ( Y — a ) a!' b" d' . 

Ayant eiisiiite 

\)tp — a"DfP"= afY ~ 

on voit que, en supprimant le facteiir (y — |S) U' d' ^ I’^quation 
AA = V(D<p-a"DiP") -I- iD^VDfa" 
devient simplement 

Ad*"(i — p)(a - Y) = Van- iDfV. 


Dans les trois autres systfemes, les r(^ductions sont encore plus 
faciles, etnous nous troiivons ainsi ainen<fs auxrelalions suivantes : 




I. 



11. 


Aa"(a - 

- P)(“ 

-Y) 

= Va-t-tD,V, 

Ya'' = 

A 8 -t- t 

D^A, 


-T)(P 

— a) : 

= Vp-)-tD,V, 

Vb" = 

B 8 -h t 


Gc"(y - 

-^)(y 

-(3)^ 

= V.Y-htD^V; 

Vc" = 

G8-i- ^ 

D^G; 


III. 



lY* 



i.C a"(a - 

-Y) = 

ByH- 

iDiB, iBa"(p 

— a) = 

= G p -h 

tD^G, 

- 

-«) = 

G a -h 

iD,G, iCb''(Y 

-[3) = 

= A Y H- 

A, 

iB d'(Y - 

-P) = 

Ap -f- 

iDfA; iAd'(a, 

- Y) = 

= Ba-i- 

tD,B. 


La question est maintenant d’obtenir quatre fonctions A, B, C, V, 
qui v^rifient a la fois les douze Equations. Nous ferons un premier 
pas vers notre but, par un cbangement d’inconnues, en posant 


A = 


7 

/c cn w 


B = 


dn u) 
/c cnw 


C 


saw 

cnoj 


V = — mu; 


nous prendrons aussi la quantity u pour variable inddpendante 
la place de t ; enfin, en emplojant les expressions de a", c", on 

trouvera les transformdes suivantes de nos Equations : 


I. 


cn M a = 

ICX. 
— B 

— D„t) 


n 

/c sn M b = 

t-p 

— DwO, 


n 

i dn M c = 

* Y 

— i D 

— D„t) 


IL 


ik cn Jto = — It — D„ a, 
n 

/c snttj) = ^ b — D^b, 
i dn MB = — c — D„ c : 


III. 


IV. 


ik cnu c = ^ ]) — Dj^b, ik cn wb = — c — D,, c, 
a n 

/ ^ ® T-v 7 i Y T-v 

/c sn u rt = — c — D„ c, /c sn m c = — I- it — D„ it, 

n 11 

i dnwb = — a — D„a, t dn = — b — D^b. 
n ' n 

Je ne m’arreterai point aux calculs faciles qui donnent ces resul- 
tats, et je remarque immediatement qu’il convient do les disposer 
dans ce nonvel ordre, a savoir 

cn « It = — t) — D„ a, A: sn « It = ^ c — D„ r, i d n tt it = ^ b — D,^ b, 

i/: cn tt b = -^ c — D„ c, ^ sn u b = — u — D„ a, t dn tt b = — ii — D,/. it, 

n n il 

ikcnuc = ~^[> — D„ b, /c sn t/, c = ^ u — D„ a, i d n c = — a — D„ a , 

n n n 

t^cnKa= — it — D„a, >^-snMa = — b — D,jb, ? dn i<a = — c — D,i c. 
^ n II 

Par la se trouvent mises en Evidence trois substitutions remarqiia- 
bles, qui correspondent aux multiplications des quatre fonctions 
par cnw, snt/, dnw, a savoir 

/rtbca\ /abca\ /tibcaX 

\rcbtt/ \caab/ \baac/^ 

elles ont la propri^t^ caract^ristique de laisser invariables les 
quantiles du type (d — I*) (f — v), et, si on les applique deux fois, 
chacune d’elles donne la substitution idenlique. Represenlons les 
quatre lettres rt, li, f, y par pour les valeurs o, i, 2 , 3 dc I’in- 
dice, en convenant de prendre cet indice suivant le module 4 j 
elles s’expriment comme il suit 



Si I’on adopte un autre ordre, en supposant que donne c, (I, b, ti 
pour.y=:o, I, 2 , 3, on retro uvera encore, sauf im certain ^change, 
les memes fonctions de I'indice, ^ savoir 


nous designerons les conslantes — , — , — par Zg pour 5 = 0, i , 

Jlr Th TV TV 

a, 3 ; cela ^tant, nous pouvons comprendre, dans ces trois seules 
equations, le systeme de nos douze relations : 

— D^Zi 


1 ikcnuZg = 
k snziZi.= 

i d n li Z j = 


Le r^sullat relatif aux quanlites ne diff^re de celui-ci qu’en 
ce que i'/ccnw, ksnii^ idn w se trouvenl remplacds respeclivement 

par idntz, i'/rcnw, A"snM ; en ddsignant ^ j ^ par pour 

s= 0, 1 , 2, 3 , nous aurons, en cdet, 

1 ^k cn/4X.,-= X3— 0,4X3 

(II) <! A sn «Xa = •rl.^•X2^-A— O^Xa+A, 

( i cln ii Xa = r,A Xi_A — D,4 X 1 -A. 


Avant d’aller plus loin, je crois devoir montrer comment ces deux 
syst^mes d’^quations se rainenent I’un a I’autre, par un change- 
ment tr 6 s simple de la variable et des constantes. 

Je me fonderai, k cet ell'et, sur les formules de la transformation 
du premier ordre 


cn 



I 



SIl 



ik sn II. 

cl n n ’ 


cln 



cn u 
cln u ’ 


en les ^crivant de la maniere suivante, ou j’ai fait, pour abrdger, 
j ik' 

^ T’ 

/f'cn(tAu, /) = — (ln(M — K-i-aiK'), 

/ sn ( iku, /) = + cn ( a — K + 2 iK ' ), 

(I n ( iku, 1 ) — — sn (it — K -4- aiK'). 


Changeons, en effet, a en u — K -t- ii¥J , et ddsignons par Z' ce 
que devient ainsi Z,? ; les Equations ( 1 ) donneront celles-ci 

t A* 1 > s n ( i/f w ^ j 2 q-jf ^ 2-f-^ ) 


trouvera, si I’on. remarque que il= — 


Z sn(ji, Z)Z; = 

id.n{u, l)V, = |iZ';_,-D„Z';_,„ 
il cn(M, ^)Zj = ^ 2 3— .9 ^3 -i i 

nous sommes done ainsi ramene aux equations (II), en y rempla- 
cant les constantes 7)^ par^, ce qui entraine le changemenl de k 
en 1. 

Je vais montrer inaintenant comment la theorie des fonctlons 
elliptiques donne la solution de ces nonvclles equations auxquelles 
nous a conduit le probleme de la rotation. 


XXIII. 


Je reprdsenterai dans ce qui va sulvre les fonctions 0 
H, (ti), 0, («) par Bq (m), 9| (t^), Qo (^^), en adopiant une 

notation employee pour la premiere fois par Jacobi dans ses lecons a 
I’Qniversitd de Koenigsberg, dont plusieurs auteurs ont depuls fait 
usage. L’une quelconque des quatre fonctions fondamentales sera 
ainsi ddsignee par 9s(a), et je ferai de plus la convention quel’in- 
dice sera pris suivant le module 4, afin de pouvoir lui supposer 
une valeur entiere quelconque. Cela posd, soit le residu corres- 

pondant au p61e u = iK' de la quantity ou a et 7. 

sont des constantes quelconques, et posons 




-H a) 

Ofl I, u ) 


Nous definissons ainsi un systeme de quatre fonctions compre- 
nant comme cas particulier sna, cn a, dni/. lorsqu’on suppose a=: o, 
X = o, mais qui, en g^n^ral, ne sont point doublementpdriodiques, 
et se reproduisent multinl iP.RS nar dpn rnnufarifpc: Inrsmi’on cha 



Liza 2 z X K ' 

jx' = e K , les relations suivantes: 

- ^ (i* •+• I ) 

K) = jj. (— 1)2 
1 

- — II 

-t- 2 jK) = 1)2 <J>i(«), 

et, en passant aux valeiirs particulieres de I’indice, les iniiltiplica- 
teurs seront indiques comine il suit : 


I’o(^). 

H- p., 

-t- n'. 


— [2, 

~h 


“ l-i, 

— F-': 

4^3 (S), 


— 1-^' 


L’dtude de leurs propridtds pourrail peut-4tre former unchapitrc 
nouveau dans la thdorie des fonctions elliptiques, mais en ce mo- 
ment je dois me borner a en lirer la solution que j’ai en vue du 
probl^jme de la rotation. Je partiraide ce que les rotations ^s(i(), 
ayant un p61e u — fR' a I’int^rieur du rectangle des pdriodes et 
pour residu correspond, anti’ unitiS, peuvent joiier le role d’dUments 
simples ^ I’^gard des fonctions qui ont les memes multiplicateurs. 
Telles seront, par exemple, les quantites 

cna‘I>j(u), sn tt dn«<I>jf(a); 

si Ton remarque qu’en meltant 2 -f- 5, i — 5, 3 — 5, au lieu de 5, 

1 J ( .V -t- 1 ) 

le facteur ( — i) se produit multiplid par — i, — i, i , 

“j(j — 1) 

tandis que ( — i ) est multipli^successivement par — i , + i , 

— 1 , on reconnait en elFet qu’elles ont respectivement les multi- 
plicateurs des fonctions 

<l>2^.^(«), d>i_.f(M), 4>3-^(«). 


{') Feut-6lre pourrait-on, afin d’abrdger, convenir de designer les quantitds 
de cette nature sous le nom de fonctions doublement pdriodiques de seconde 
espece, les fonctions pdriodiques de premiere esp^ce correspondant au cas ou les 
multiplicateurs seraient dgaux I’unitd. Enfin les quantiles telles que 0 (m), H(m), 
. . . , les fonctions intermddiaires de MM. Briot et Bouquet, oCi les naultiplicateurs 
sont des exponentielles. recevraient par analos:ie le nom de fonctions periodiaues 



elements simples s’obtiendra imm^diatement an moyen de la parti 
principale des trois developpements 

cn(iK'-i- s) K'-i- e), 
sn ( i K.' -+- E ) *1*^ ( i -t- £ ) , 
dn ( i K' + £ ) ( t K' -1- e ) . 


Or on a, sans aucun terme constant dans les seconds membres, 
i^cn( I K' + £) = -> X:sn(£K'H-E)=-) £dn(iK' -!-£)= > 


et par consequent il suffit de calculer les deux premiers termes d 
developpement de I’autre facteur + e), c’est-a-dire le Lci'in 

en-) et le terme constant. J’emploie a cel elTet la relation, si 
laquelle je reviendrai tout a I’heure, 


;(££-!- £ K' ) = a 6 ,_j,. ( t£ ) e 


ou a est egal a i pour ^ = o, 5 = i, et a I’unite si I’on suppo£ 

5 = 2 , 5 = 3, de sorte qu’on pent faire o- = — e 
On en conclut I’expression suivante 


<I>j(£K'-)- e) 


A 


0 1 ( a -+- e ) 

' 0i(O 


Ad^signant un facteur constant, et par suite ce ddveloppemenl, qi 
je limite a ses deux premiers termes 

£) = [I + X + D„ logO._,(a)] . 

Mais A doit ^tre tel que le coefficient de ^ soit I’unite ; nous avo] 
done simplement 

( *'K. -H£) = — i-X-+-DalogGi_^(<x), 

£ 

et I’on voit que les parties principales des developpements d 
functions 

ik cn(£K'-i- E)4>^(£K'-f- e), 
k sn(iK'H- e) $j,(£K'-t- £), 
i dn(£K' -+- £) 4>j(£K'-i- b) 


savoir 


— H- [X -i- Da Iog 0 i_j(«)] ■- • 


La formule g^n^rale de decomposition en elements simples nous 
donne en consequence les relations suivantes 

ik cnu^^siit) = [X -l-D„ logOj_^(a)] tt) — D,, ?t), 

/c sn u^sii^) = + Oa logO,_^(a)] «) — D„ 

idnu(pjii) = [X -h D„ log 6 i_,(a)] ^>3-5(1^) — D,i ‘h-siu); 

et Ton voit qu’on les identifiera aux equations (I),, obtenues dans 
le paragraphe precedent, en disposant des indeterminees « et A de 
maniere a avoir 

£,.= X -t- Dalog0i_,.(a). 

Reprenons, a cet effet, les egalites donnees, paragraphe XV, 
page 3o3, 

n . /:-snwonw ^ . siitoflno) . ciKodnw 

a — p = in ; 5 a — c — in v — a ■= in , 

dncij cnoj sa to 


en les ecrivant d’abord de cette maniere {voir p. 3o4 ) : 

lot 0'(oj) _ I'P 0', (to) _ i'y n'(w) iS M', C(o) 

/I 0 (to) /I 0](a)) ft H (to) ft 


Rappelons ensuite que les constantes — ont ete desi- 

gnees par pour 5 = 0 , i, 2 , 3, et elles prendront, en introduisant 
les quantitds 6j(w), cette nouvelle forme 

Ei-f- DjologOoCw) = Sj-l-DtologOsCw) 

= E(i -t- D^j logOi(to) = £3-4- D(j|, 1 og Gj ( to). 


II en resulte que I’expression 

D(^log0i_3(to) 


resle la meme pour toutes les valeurs de s] par consequent, on 
satisfait immediatement k la condition posee en faisant 

et X = Ejj-H Dw 


a ~ — (o 



Les resultats qiie nous venons d’obtenir monfrent encore par 
nouvel exemple combien la question de ia rotation se trouve ir 
mement liee a la theorie des fonctions elliptiques. G’est 
I’etude d’lm problerae de Mecanique qu’est due la consideration 
ces nouveaux elements analyliques ti'es voisins des foi 

tions (p (a;, w), (p, (a;, lo), (a;, w), y, (a?, w), employees au co 
mencement de ce travail pour integrer beq nation de Lam6, ir 
qui en sont n^anmoins distincts et ofFrent un ensemble de p 
prietes propres. II est ndcessaire, en effet, d’altribuer a la consla 
\ qualre valeurs particulieres pour en ddduire ces dernieres fo 
lions, et de la resullent, pour les multiplicateurs de cliaci 
d’elles, des determinations essentiellement dilT^rentes, tandis < 
la propriete essentielle qui rdunit en un seul sysleme les foncll 
c’est d’ avoir, sauf le signe, les memes multiplicateurs. 
me bornerai a leur egard ^ considerer, pour en donner I’integi 
complete, les Equations diffdrentielles auxquelles elles satisfc 
equations lineaires et du second ordre comme celle deLam^; ii 
auparavantje dois d’abord montrer comment les formules deJac 
resultent de I’expression a laquelle nous venons de parvei 
Zis oil N designe une constante. J’emploie, a cet el 

la valeur de Rj, qu’on obtient facilement sous la forme 




iTZn 

CTQi-^(a)e 

i 0 i(o) 


+-AK' 


et oil Ton doit faire a = — w. En se rappelant la determination 
facteur a, et ecrivant pour un moment 


2K 


£2 = a — 7 


t0',(o) ’ 


nous obtcnons ainsi 
Ro = — iQ6i(a)), Ri = iQ0o(w), R 2 =:Q 03 (w) 
Or on a 
A 


R3 = Q O2 


^ cnti) 


rj D dnto snw„ 

■^I, ^ ~ 1 ^2) t. = -^0) 

A:cnw cnto 


V = — ift 


Id. 


H, .. 


OX i «w;ix X j-/xa.Vy^ 

, les valeurs suivantes 


JJCXl 


S>6> X^ Cl/ ICO l^UaAJLLlLCO Vj [J<*1 


z'N H ( n — to) N H ( u — oi) e'^"- 

/icnto i: 0(to) 0(f(t) ~~ ^lik' Hi(to)0(M) ’ 

dntoN ni(ti — (o)e^“’_ N IIiC»- — 

/cento 0i(to)0(?t) ~ ^ lli(to)0(t() 

sntoN 0 {iL — lii) e^"- N 0 (ti — to)e^-“ 

ento tll(to)0(a) iHi(to)0(£t) 


V = — mN 


01 ( £« — oj ) 

H 1 ( to ) 0 ( a ) 


Je ne m’arrete pas a Ja determination de la constante N qui s’ob- 
tient comme on I’a deja vu an paragraphe XTV, page 3oo, elle a 
pour valeur H' (o)e''', et nous retrouvons bien, sauf le changement 
de \ en A, les resultats qu’il fallait obtenir. 

Je reviens encore un moment sur la designation par 0^(a) des 
quatre fonctions fondamentales de Jacobi, afin de la rapprocher 
de la notation qui resulte de la definition meme de ces fonctions, 
par la serie 

j'Ttr 1 1 

G,,,v(w) = e ® ^(_i)/t.veKL' J. 


Supposant p et V egaux a zero ou a I’unite, on a done en meme 
temps 

0 (u) = 0o( u) = Oo,i(i0) 

H (u) = Gi(w) = ei,t(a), 

Hi(a) = (ii(u) = G,,o(“), 

0i(u) = ^3(u) = Go,o(a); 


et, en premier lieu, je remarquerai que le systeme des quatre 
equations fondamentales 


• ^ .,r.. 

— TV + 

0 (u-t-£K'j = iH iu)e 


H (m + iK') = 1 0 (u) e 
Hi(ii H- iK') = 0i(a)e 
0i(m - h jK') =: Bi(u)e 


(2 « + / K') 


4K 


(2«-t-iK') 


pour X -h Dalog9|_j(a), ces trois groupes de deux equations 
savoir 

I Ui4>^ = D„4>.2 h-^, 

I X]i^2+S — ^2-hS^S V 

I = £j ^1— ^ 

( Uo'J'l— i= — 

( U3*S>5 = £« ‘J‘3 — .? Dm‘J’ 3— 

( U24*3— 3 = £3-i 

L’elimination successive des quantiles ^2+^? ^i-jj ^s-j 
ensuite 


(I) logU] ) D,^ <115-)- (e^ E a+i + D^logUi Uj 

(II) ( E^ -1- El—? -1- Djt IogU2)L)(i‘I‘?-t- (EsEi_ 3+ JogUa U. 

(III) — (ej~|- £3—? -h Dji logTJ3)D„‘I>^-l- ( Sje3_.{ + es-jD;^ logUs U® 


Nous avons done trois Equations du second ordre dont une s 
don particuliere est la fonclion voici comment on par\ 

a les intdgrer completemenl. 

Faisons successivement dans (I), (II) et (III) 


n 

^.?=Xie^ 


(Ei-(-E»+j) 


t>s=X 2 e^- 

1 L 

^s=^3 e^- 


(£<-+-Gl— s) 


£ 3 — j) 


on aura pour transformees 

DlXi- D„ logUi D„X, - (6? + Si D,, logUi-h U ? )Xi = 0, 
DJXa- D„ logUaD^Xj- (S|+ SjD^ logUa^ U| )X2 = 0, 

D 2 X3- D„ logU3D,,X3- ( 5 | + SsD^ IogU3-4~ U| )X3 = 0, 

en posant, pour abreger Tecriture, 

Sl = i(E5 Ea+j), S2=|-(E5 Ej—^), 63=|-(e3 £ 3 - 3 )' 

Je remarque maintenant que ces equations ne changent p 
en rempla^ant dans la premiere, la deuxieme et la troisifer 
par 2 + 5, I — 5 et 3 — s, on 6crit dans toutes en meme temps 


le sera encore si I’on fait 


Xj — S ' 

En employant les formules 

E, = X + Da y(a), £ 2 -,..,= X ■+■ Da log03_j;(a), 

et meltant pour abreger Q.t au lieu de 9.f(a), on en conclut pour 
I’inlegrale generale 

„ 7 i>„iokO, C u — n) ^ 

X,= -e - H e* 

Les solutions des deux autres equations seronl semblablement 
G0.,(«-i-a) — 7 n„ioB 0 , 0 , G'0|_<(« — rt) ^ iug[),0,..., 

oini] “■ 

G 0 ,v(M-(-a) - r »„log 0 , 0 jH., G' 03 _,(« — a) ^I'aiogO.O,., , 

At = ^ ^ ^ ^ 

0 o(a) Oo(tt; 


XXVI. 


Les relations qui nous ont servi de point de depart donnent lieu 
a d’autres conabinaisons dont se tirent de nouvelles Equations du 
second ordre analogues aux pr^c^dentes, et qu’il est important de 
former. On a, par exemple, comme on le voit facilement, 

U 1 ( £.,,<]* I = U2( )> 

et Ton en conclut, en changeant ^ en i — 

U] ( El—.S'*!’.? Dft'I’.s-) = U2(E|_5‘I’3_^ Djt4>3_jf). 

Joignons i cette Equation la suivante 


^ic (^l- log U2U3) D,i *1^^-+- (£|_i*£3_5-f- £l_^ D,^ log U2-T- 


De simples changements de leUres.donneront ensuite 


(^3-s ' E 24 - 5 '+' log U3U1) D,( (£3— .s'Ea+A'-i- £3— 5 log U3+ £2-+-.'! 

D/( 4 ’.< (£1 - .?”H £2+s~I~ Dji logU 1 U«) D[4 ‘■t’.s-'+- (£[—^£2 +.?-+- £2+.? D(£ log U2"+- £1— .V D|( lof 

Cela pose, je fais dans la premiere, la deuxieme et la troisi 
de ces equations, les substitutions 


= Yi e- 


l^l — 5 H- £3 — «) 


<i>, = Y, e 


- (£3_, + E„ + ,) 


<t>s = Y3 e' 


(£1— « 4 -£ 24 -il 


J’ecris aussi, pour abr^ger, 

— £3 '.?)) O 2 — — £ 2 +.?)) S"= -J (Ei-s — £ j+,? 

les transforinees qui en resultent, savoir 

Dl Y, - D„ logUs U3 D, Y, - (5', 2 _ S', D„ log Y, = o, 

D,^ Yo - D„ log U3 U, D„ Ys - - a; D„ log Y, = o, 

Da Y3- D„ logUiUoD,, Y3- (a;^- a' d„ log Y3 = 0, 


se reproduisent comme les equations en X, lorsqu’on chan 
en 2 + 6 ', I — 5,3 — 5 et w en — ii, les quantiles 0 et 5 ', ainsi 
les d^rivees logarithmiques, changeant de signe. On en cor 
immediatement pour les int^grales completes les formules 

Y C 65 (ii -4-<x) ~ ^ On lug B, 6,4.t C' u • — ft) ^a„ioK0,0jH < 

' «.{») “ ■ 

Y C6.,(lt-+-a) — ^ t>a los Oj+iOa-j C'Oi—tCm — ft) ^ D„ logOjHiOa . 

«.(a) ^ MiO 

Y Ge,(tt4-a) -^o„iogO,0,_, C' 03 _Jtt— ft) ^ i)„iog0,0p-, 

^•= e.(„, ^ 

Ge sont done les m^mes quotients des fonctions 9 qui fign 
dans les valeurs de X, et Y,, X*. et Y.,, X^ et Y3, les exponenti 


Constance laiL presumer 1 existence d equations Imeaii'es du second 
ordre plus generales, dont la solution s’obtiendrait en remplagant, 
dans les expressions GA. + C^B des quantiles X et Y, les fonctions 
d^termin^es A el B par Ae^“ et Be“.P“, on p est une constante 
quelconque ; voici comment on les obtient. 


XXVII. 


Consid^rons en g^n^ral une Equation lin^aire du second ordre a 
laquelle nous donnerons la forme suivante 

PX"- P'X'-hQX = o, 

ou P et Q sont des fonctions quelconques dela variable u, et dont 
I’integrale soil 

X= GA-i-C'B. 


Je dis que, si I’on connait le produit de deux solutions particu- 
lieres, et qii’on fasse en consequence 

AB = R, 

nous pourrons obtenir i’(5qualion qui aurait pour solution I’ex- 
pression plus generale 

:x = CA G'B 


J’observe h cet effet que, le rtisultat de I’^limination des constanles 
G et C' ^tanl 


t A B 

T Ajo + A' -Bp-f-B' 

r A." B/?2-2B> + B" 



le developpement du determinant donne pour I’equation cherchee 

Ifl'JE'H-CHjr = 0, 


les nouvelles fonctions et Oil ajant pour expressions 
|i = AB' — BA' —2ABp, 

<!& = A'R"_ R' A" -.- r AR" — /{ A' R' R A" > n _ a /' A R' R A'l o A R n3 


AB'— BA'= Vg-, 


en designant par g- une constante donl voici la determination. 

Donnons a la variable une valeur u — Uo qui annule B dans 
celte equation el la suivanle 

AB'-4- BA'= R', 

et soient Po et R^, les valeurs que prennent P etR' ; on trouvera 
immddiatement la condition 

Po^= R'o- 

La constante g etant ainsi connue, nous avons deja la formule 

|J = P^ — -iR/?. 

Pour obtenir (Siij je remarque d’abord qu’on pent dcrire 

puis semblablement 

BA-= A + B = 


nous avons d’ailleurs 


par consequent 


AB"-f-2A'B'-f- BA"= R", 


AB"— 4A'B'+BA" = — 


.iPR"_3P'R'H-6QR 


et I’on en conclut la valeur cherchee 

-iPR"— 3P'R'-f-6QR oo 0 PI 
p ^ P — 3P^/D2-j- 2 R/?®. 

Ce point etabli, j’envisage, dans les Equations dilferentielles en 
X,, Xo, X3, les expressions du produit A.B, que je ddsignerai sue- 
cessivement par R, (w), R2(w), R3(w), en faisant 

R 97-(o)65(M + a)e2+^(^ — g) 

^ eg(M) 0,_j(a) 03_j;(a) 

R , , _ 0^iHo)0^(M-f-a)0i-^(M — a) 

* O|(a)0j(a) Oi_^(a) 

R . _ 0t-(o) g) 03 -.;(m — 

- ® 0Ra)0i_5(a)02+,(a) 


ces quantiles pour chaque valeur de s, mais j’y parviendraiparune 
autre voie en conservant I’indice variable. Et d’abord, au moyen 
des relations 

.V(.9+ll 


0.,(« -f- 2 K ) = (— i) - 




on obtient 


Ri ( K -f- 2 K ) = — Ri ( a ), 
R 2 ( 2 K ) = — R 2 ( n ), 
R .1 ( -t- 2 1C) = -+- R 3 ( n), 


Rt ( w + 2t K') = — Ri (w), 
B2( w + 2 nC') = -h R2( n), 
R3(u -1- 'iilC') = — R3(a). 


Les fonctions R, (a), Ro ( u), R3(i4) possedent ainsi la meme perio- 
dicity que cnw, snz^, dnw, par consequent les quantites proportion- 
nelles Ui, Uo, U;j, ayant le seul p6le u = iK' a I’interieur du rec- 
tangle des periodes aK, et pour residu correspondantl’unile, 
peuvent servir, a leur ^gard, d’ylements simples. Enaployons main- 
tenant I’equation 

6^ (u -H K') = (T Oi_v(m) e , 


oLi j’ai pose 


•- — (.y-t-l) (.< + 2)12,9 + 1) 

<r=—e ^ 


et designons par ctj, (Jo, cr-j ce que devienl or, et, changeant 5 en 
a-h^, 1 — s, 3 — s, nous Iron verons (' ) 


R,(nC'-|-e) = 
R2(fK'-h e) = 
R 3 ( 1 IC* e ) = 


acTi 


ffO'2 


(1(73 


0 \~ (0) 0 |-A-(^ + e) Q3-.<( — a -h e) 
0i(2) 0i-,9(a) Os-i(«) 

Oi^(o) 0i-^( g H- e) Q.tf — a -h e) 
^s(^) 

0 '^^ (0) Oi-f(ci -h e) G2+,? ( — <2 -|- E ) 
ORe) Gi-,f(a) 02+.f(«) 


Cela etant, comrae on pent introduire volontd un facteur constant 
dans la fonction R, je prends, au lieu des expressions precedentes, 


(*) On d6monlre faciletnent qu’on a 


7 (J— 1) 


celles-ci, 

savoir 


qui en different seulemenl par le signe ou le facteur ± 


R 1 ( I K' - 1 - £ ) = 


R 2 (iK'-|- £) = 


R3 ( i K' -t- £ ) = 


O'^^(o) + b) 

Oj(e) Oi-s(a) O3- s(<^) 

0 ^ 1 " ( 0 ) 0 ) — ( (X -4- £ ) 0.? ( — E ) 

0 ^ 1 ^ (o) 0 i— . 9 (c*- 1 -£) 02 H-,f (CL — E ) 
0l(2 j 6i-.?(«) 02+i(a) 


Developpant done suivant les puissances de e et faisant usage < 
quantiles S, pr^cedemment inlroduites, qui donnent 


O', _.,(«) 

03-.d«) 

01-5 («) 

03-5 (,«) 

O'l -5(«) 

O.^a) 

0,_s(a) 

05 ( a ) 


O', +.,(«) 


02+5 ( '^ ) 


nous obtenons, pour les parties principales, les quantiles 


i 

£2 



I '^.02 

Z- t ’ 


I 



aoa 

e 


et i’on en conclut les valeurs suivanles, qu’il s’agissait d’obten 

Ri( m) = 201 Ui — DfiUi, 

R 2 (lt) = 2O2U2 — D„,U 2 , 

RsC^^j = 2O3U3 — DitU3. 

Ces r^sultats nous permettenl de former les fonctions ^1 et ' 
mais, pour la deuxieme, le calcul est un peu long, et je me 1 
nerai a en retenir cette conclusion, que dans les trois cas on parvi( 
en d^signant par U une quantity qui soil successivement Ut , 
U3, a des expressions de cette forme 

|H = aU + a'D„U, 

©= j3UH- P'D„U-h j3"D2U, 

ou les coefficients a et ^ sont des constantes. Leur complica 
tient a ce qu’ils sont exprimds au moyen des quantit^s a et p 
figurent explicitement dans I’int^grale, et nous aliens voir c 


XXVIII. 


Soient U el U| deux fonclions doublement periodiques de 
seconde espece ayant chacune un pole unique w = o, et reprdsen- 
tees par les fonnules 

f H ( M H- j3 ) S'?" 

Ii(j 4 ) H(u) 


je me propose de former en general I’^qiiation du second ordre, 
admeltant pour inl^grale I’expression 


qui est 


en posant 


.T = CUh-C'U,, 


3 U Ui 
J' U' U'j 

.r u" u'l 




in = uu;~UiU', (^x^ = u'u"-uiu". 


Nommons pour un moment p. el p' les multiples de A, v et v' 
ceux de B ; on voit d’abord que les coefficients |!) et Cl sont des 
fonctions de seconde espece aux multiplicaleurs pv el p'v', ayant 
de m^me pour seal pdle « = o, qui est un infini double pour |ll et 
un infmi triple pour Cl. L’^quation |il = o n’admet ainsl I’int^- 
rieur du rectangle des p^riodes que deux racines, ?/ = a et a = 6, 
et, en decomposant en dldments simples les fonctions de premiere 


espece, -et-, 

t = 
in 

^ _ 


on aura les expressions suivantes, 

H'(« — «) \\'{u — b) H'(«) 

JJ(«i — a) li(«t — b) ^ H {u) 
P H'(u. — g) Qir(»— 6 ) HH'(m) 
H(m — a) — b) H(m) 


H- X, 
-4- S, 


oil P, Q, ... sont des constantes assujetties ii la condition 

P - 4 - Q -H K = 0 . 


Les quantitdsa et b, que nous venous d’introduire, reprdsentent 
done, k regard de I’^quation difP^rentielle, des points que 



rentielle, au lieu des consLantes a, p, p, q qui entrent dans 
fonctions A eL B. Je me fonderai, a cetell'et, sur le lemme suivai 
qui doiinera, par un calcui facile, la determination des coel 
cients P, Q, — 

Considerons I’equalion dillerentielle 

Y"—f{u,)y'-^g{iL)y = o, 

oil les fonctions uniformes ./(w), g'{Li) admettent seulement c 
infinis simples qui soient, d’une part, u = o et de I’autre u — 
b, c, — Posons d’abord, en developpant suivant les puissatn 
croissantes de e, 

/( e ) = — - -f- F , g(z) — 

& & 

et en second lieu, pour les di verses quantit^s a, b, c, 

Art -t-..., g{a ■+■ z) = — ^rt + • • • • 

£ c- 

Si Ton a, d’autre part, 

F-(- G = o, 

puis, pour Loutes les quantites a, b, e, . . ., 

go.— ga{ fa— ga), 

I’integrale de I’equalion proposde sera unefonction uniforme ay 
pour seul point singulier u = o, et, dans le domaine de ce poi 
les integrales nommees fondameiUates par M. Fuchs seront di 

forme cp, (m) et^ -}- ^2 ( w), oil cp, (m) et 02{ii) repr^sentent 

series qui proc^.dent suivant les puissances ascendantes entiiire 
positives de la variable. 


XXIX. 

Ge sont ces belles et importantes decouvertes de M. Fuchs d 
la theorie generale des Equations difFdrentielles lindaires qui \ 
mettent ainsi d’obtenir les conditions necessaires et suffisai 


fonction uniforme de la variable. II n’est pas inutile, a I’^gard de 
ces conditions, de remarquer qu’elles se conservent, comme on le 
verifie aisement, dans les transformees auxquelles conduit la substi- 
tution a savoir 

^ [ 2 Ct -f- ( « ) 1 ^ [ !X" <X f{ It ) — H ,i!^( ) I 3 = O. 


J’observe encore qu’on pent supposer doublement periodiques les 
fonctions f{u) et g'{u)i en convenant que les quantiles a = Q^ 
11 = a, ..., au lieu de repr^senter tons leurs poles, desi- 

gneront seulement ceux de ces poles qui sont a I’intdrieur du rec- 
tangle des periodes. Soit done, en nous plagant dans ce cas, 


/("■) = 


r 

If’ 


= 


f ’ 


ou bien, d’apres la reinarque qui vient d’(^li’e faite, 

^ I*' 

f{u) = 2a Hr 1 ^, 

in' 

ff{u) = a2 H-a— H- — , 


a etant une constante arbitraire. Je disposerai de cette constante 
de sorte qu’on ait 

, Will — a) ir(w — b) H'(u) 0'(«) 

"" H {u~a) a {u — b) “ HUO ^ 0 {b)' 


et par consequent, d’apres les formules connues, 

_ b 

' '^*~snasn(a — a) snj4sn(ii — b) 

Cela etant, il est clair qu’on pent ecrire, avec trois inddterminees, 
A, B, G, 


g(u) — 


A sn a 


B sn b 


“1“ Cl, 


V dll tea • 


cn a dn a cn h dn b 


^ sii a 

G = — A - B, 

. cnadna 

J a — 

D* A 

o rt — ^ 


sn 6 


sn h 


sna snasn{a — b) 

K cnadna B sn 6 


sna sn(rt — b) 


-h G. 


Or la condition 
conduit a 


.?a^ ga{fa—ga) 

sn 6 ( A — B ) 


— A2 - C = 0 ; 


sn a sn( a — b) 
le second p61e u — b donne semblablement 

sna(B — A) ,, 

— — L = 0, 

sno sn(6 — a) 

et I’on conclut enfm de I’^quation F + G = o 


cn a dna cn 6 dn6 
— 

sna sno 


— A ”f“ B — • 0. 


Je remarque imm^diatement c[ue cette dernifere relation n’est 
point distincte des deux autres et qu’elle en rdsnlte en les retran- 
chant membre a membre et divisant par A — B. En I’emplojanl 
avec la premiere, nous trouvons, par I’elimination de 


A^ — 2 A 


sn b 


. — zn-b 


snasn(a — b) sn2asn^(a — b) 


H-- G = o, 


ou encore 



sn6 

sn a sn(a — b) 



I 

sn- (a — b ) 


-i- G = 0. 


Remplagant desormais C par ^ ^ — G-, on voit qu’onaura 
. sn 6 


sn a sn (a — b) 


C, 


et par consequent 



T 


/-[ ^ 

[_sn2«sn 


sn h 


( It — 
A sn a 


a) 


sn u sn{ « — 
B sn 6 


b) 


V 


sni'tsn(M — a) ' snMsn(tt — b) sn-(a 


-c=]r = o 


esl une fonclion uniforme cle la varial^le avec le seal p6le ii = o. 

Nous sommes assures de plus, par une proposition g^nerale de 
M. Picard [Cornptes vendm du 21 juillet 1879, p. i/\o, et du 
19 janvier 1880, p. 128), que cette integrale s’exprime des lors par 
deux fonctions periodiques de seconde espece. Si done onrestitue, 
en faisant la substitution 9/ = une constante arbitraire dontil 
a ete disposed pour siinplilier les calculs, il est certain que la nou- 
velle equation differentielle contiendra, comme cas particuliers, 
toutes celles dont il a etd pr(5c6demmenl question. C’est, en ellet, 
ce que je ferai bientdt voir; mais je veux auparavant obtenir une 
confirmation de I’important tb^oreme du jeune g6ometre en efi’ec- 
tuant clirectement I’integration de cette Equation et donner ainsi, 
avant d’aborder des cas plus g^ndraux, un nouvel exemple du pro- 
c<id^ ddjjt employd pour I’dquation de Lamd dans le cas le plus 
simple de ;? = 1 . 


XXX. 


Considdrons la fonction doublemen t pdriodiqiie de seconde 
espece la plus gdndrale, admettant pour seul p61e u = o, ^ savoir 


/(“) 


, Pi ®'i“' I 

H-(0)9(B+a.) 

0(0)) H( tt) * 


et proposons-nous de ddterrainer w et de telle sorte qu’elle soit 
une solution de I’dquation proposde. Soit, cet effet, le 

rdsultat de la substitution de/(«) dans son premier membre. Les 
coefficients de I'dquation ayant pour pdriodes sK et afR.', on voit 
que cette quantitd est une fonction de seconde espdee, ayant les 
mdmes multiplicateurs que/(M), qui pourra, par consequent, rem- 



sentant des infinis simples et le troisieme un infini triple 
aurons done 

M ) = St f{u — a) -1- 5B f{u — b) -h C /( ii )-+- (£'/'( if )-)-€" /" 

et la condition ^>(i/) = o entraine ces cinq Equations 

st = o, 2> = o, er; = o, r'=o, 

qu’il est aise de former, comme on va voir. 

Nous avons pour cela a decomposer en elements simp 
produits de J {u) el f [u) par deux quanlitds de la ineme 

— ^ , c’esl-a-dire a cliercher les parties principa 

sn u sn ( u — p) ^ ' ‘ 

developpements de ces produits, d’abord suivant les puissai 
puis, en posant « = /; + £, suivant les puissances de s 
resulte de I’expression de f{u) qu’on a 

f{iL) — yj i’K'-f- u) e^'", 

designant la fonction consider6e au paragraphe V, pa 
et par consequent 

= [s - 5 - ■^) “ ■ •] 

11 / I —I-" /r® \ 

= — -h X — j X^ — sn^ (1) -f- — - — ) ii • 

u %\ 3 / 

On trouve ensuite 


sn p 


I cn/? cInyD 

snasn(tt — p) u %np 




•j ) “ 


I -1-/-^ 

3 


et sans nouveau calcul, en remplagant a par — e. 


sn p 


_ [ cn/> dn/> 
sn(^ 4 - s) sne ~ e 


i-hk^ 


sn - p 3 

Ces developpements nous donnent les formules 


E . 


snyD 


sn a sn ( it — j 



f (^) = f{p)f{u.-p)-(K-^ /( « ) + /' 

\ sn ^ / 


snu sn( w — p) 


/'(“)=/'(jo)/(«f-/5)-i/'x2-/c2sn2 




sxi^-p 


+• 


sn p 




% = Af{a) —f (a), 

45 =B/(6) -/(6), 

_ A cnadnaX „ /. cnidni 

sn o 


C2. 


sn2(a — b) 


sn-uj 


€' = A -+- B 
r'= o. 


sn-a sii'^6 
cn a dn <* cn 6 dn 6 




sna 


mb 


Ges resultats obtenus, nous observons d’abord que C' s’dvanouit, 
d’apr^s une des relations trouv(5es entre A et B; j’ajoute que 
I’equation C = o est une consequence des deux premieres; 
par consequent, les cinq conditions se reduisent, comme il est 
necessaire, a deux sen lenient, qui serviront a determiner co et A. 
Nous recourrons, pour I’etablir, a la transformation suivante de la 
valeur de QT. Soit, pour abreger I’ecriture, 

G = 

H = 

on a identiquement 

€= G — H-f-(A — G)(B H- G) — /f2 sa^co 

I I I 

sir-(a — b) sii^a sn^a 


Gh- 
C -h 


cn6 dn6 \ 
sn b j 
cn b dn b 
sn b 


X “t” G "4” 
B •+- C -+■ 


cn a dn a 
sna 

cn a dn a 


et plus simplement ddj^ 

€ = G — H — /c^sn^to ^ 

sn^a sn26 


les valeurs de A et B que je rappelle 
sn6 


A = 


sna sn(a — 6) 


C, 


B = 


sn 6 sn (6 — a) 


C, 


donnant 


(A~ G)(B-i-G)=- 


sivqa — b) 


Nous obtenons ensuile, en faisant usage de ces expressions, 


sn b 


sn« sn( a — b ) 

I 


c n b d n 1 r sn a cwa Ana 

sn6 _ sn6sii(Z^ — a) sno. 

sn 6 cii a d n a sn a cn Z) d n ' 

. sn-« , 


sn-(a — b) sn(a — b) 

On a d’ailleurs 

sn6cn«dn« snacnZ)dn6\ 


cnrt dii« vnf 


sil ti '•n 


sn(a — b) 


sn'^ a 


sn-b ) 


sn a cn 6 dn -t- sn Z) cn nt dn / sn^ Z> cn a dn rt — sn^ a cn b dn b , 

— - — — - I 

sn- a sn^ b 
1 -f- /»■", 


sn^a — sn-Z> 
sii2« -t- sn2 Z) cn rt dn« cnZ> dn i 


sn^asn^Zj snasnZ> 

et la vaieur de H qui en resulte, a savolr 

u= ^ ^ L_ 

sn2(a— 6) sn-a sn-Z> 

donne ceLte nouvelle reduction 

C = G — k- sn2 w -+- 


-I- I H- 


sn-( « — b ) 


G’est maintenant qu’il est necessaire d’introduire les coiuli 
dons 51 = 0 , ^ = 0 , c’est-a-dire A = , B = >/r ~ • Or, in 

moyen des valeurs de A, de B et de J’expression 


/' ( -'g ) _ 0'(y + 0)) H'(3:) 0'(t,o) 
/(a?) 0(a7-t-a)) H{x) 0((o) 


-hi, 


,, , , cnajdna? , 

A'* sna: sn to sn(a7 + to) 1 - A, 


on en tire 

A — C = 

X4-G = 


sn b 


sn a sn(a — b) 


cn a dna 


cn Z> dn Z> 


Z:2snasntosn(a-|- to), 


-f- Zi-2 sn 6 snto sn ( Z> to). 


sn 6 sn(6 — a) sn 6 

Cela etant, une reduction qui se presente facilement donn(' 
.. p cn Z) dn Z> sn« , 

A L, H , = — ; k A- sn a snto sn(a -(- ti>), 


sn b 


sn Z> sn(a — b) 


sn a 


G = 


X 


|_sn 6 sn(a 
sn b 


b) 


Lsn a sn (/!? — a) 


+ A'- sn<j sn (0 sn ( a - 1 - w jj 
-+- A- sn b sn w sn ( A -+- to )1 • 


Je considererai celLe expression comme une fonclioii donble- 
ment p^riodiqne de (o, ayaiit pour infmls simples u) — iK' — a, 
to — i'K.' — b ^ et pour infini double to = j'Kb Elle presente ceLie 
circonstance que les r^sidus qui correspondent aux infinis simples 
sont nuls. En effet, des deux facteurs doiit elle se compose, le 
premier s’evanouit en faisanl to = — b, et le second pour 

to = zE'’ — a. II en resuite que le residu relatif au troisieme 
p6le to = i'K.' est eg'alement mil, de sorte qu’en decomposant en 
elements simples on obtieut 


G = — D(ri 


0'f to) 

0777 ) 


-t- const. = A- sn-to -h const. 


Posons, afin de determiner la conslante, to = o; nous trouve- 
rons finalement 


G = 


A^ sn’to — 


I 

sn=‘(a — 6 ) ’ 


et de la resuite, comme il importait essentiellemenl de le dt^mon- 
trer, que liquation C = o est une consequence des rela- 
tions ^ = 0 et 13 = o. 


XXXI. 


La determination des c/onstantes to et A s’elTectue au moyen des 
deux Equations 


\ n — 

sn A 


cna dna 


sn a sn{ a — 


sn a 

A4-G = 

sn a 


cn A dn A 

sn 6 sn( A — 

"a) 

sn A 


A2 sna sn to sn(a •+• to), 
4- As sn 6 sn to sn ( A + to ), 


que nous avons maintenant a traiter. En les retrauchant et aprfes 
une reduction qui s’olFre facilement, elles donnent d’abord 

A^ snto [sn 6 sn(6 4- to) — sn « sn(a 4- to)] 

sn a cn a tin a -t- sn A on A dn A ^ 

— 2 L =0, 


— 2 


sn=*<a! — sn^ A 



rectangle des periodes aK et que deux valeurs pour 

connue. En efFet, la fonction, qui au premier abord parail t 
les Lrois poles to = t'K' — to = tK' — b, to = , ne pos 

en realite que les deux premiers, le r^sidu relatif au troisii 
qui est un infini simple, ^tant nul, comme on le verifie aiserr 
Ce point etabli, nous donnerons, pour ^viter des longueur 
calcul, une autre forme a liquation, en employant Tide 
suivante 

sn 6 sn(A- 4 -to) — sn a sn ( « - 4 - to ) 

= sn(6 — <a) sn( « h- 6 -t- to) [i — /r® sn a sn 6 sn(a to) sn ( 6 -H u 

a laquelle je m’arrelc un moment. Elle est la consequence in 
diate de la relation memorable obtenue par Jacobi, dan 
article intitule : FonnuUe novce in tkeoria transcenden 
ell ip tic arum fundame/itales (Journal de CrelLe, t. XV, p. 
et Gesammelte Werke^ t. I, p. a savoir 

E( 6 ) — E ( tt -t- a -+■ b ) 

= /:^sn(u-f-a)sn(tt-i-^))sn(a-)- 6 )[i — /r^snttsnasnisniii-Hrt- 
Qu’on change en effel a en — <7, puis m en tz + to, on aura 

E(< 7 -t-to) — E(<z)-h E( 6 ) — E (6 H-to) 

= — a)sn(a-i- 6 -f-to)[i — A^snasa^ sn(a-f-to) sn (6 - 

et il suffit de rcmarquer que le premier membre, etant la ( 
rence des quantites 

E(a + to) — E(a) - E(to), E(^» 4 - to) — E( 6 ) — E(to), 


peut etre remplacd par 

sii to[sn^ sn (6 + 10 ) — sn a sn (a -h to) |. 

On y parvient encore d’une autre maniere au moyen 
relation pr^c^demment demontrde 


sn 6 sn ( a — b) 


k- sna snto sn 


(an- to)J 


sn6 1 


sn 6 sn(a - 1 - to) — sn a sn (6 -|- to) 

= snto sn(6 — «) [t — /c* sna snfe sn(a + to) sn(6 -H to)], 


ce qui donne ]a forraule proposde en changeant a en — a, b en — b 
ettoen(o-t-aH-6. 


a-k- b 


Gela pose, soil u = w H ; faisons aussi, pour abre- 


ger, a 


a-\- b 


§ 


; nous trouverons, par cette formule, 


snto[sn6sn(6-f-to) — snrtsn(a-!-to)] 

= — sna(Bsn(u-i-a)sn(u — a) 

X [r — /c2 sn(a -i- sn(a — §) sn (u -h ji) sn (u — p )]. 


Or, on voit que le second membre devient ainsi une fonction 
rationnelle de sn-o; on pent, en outre, supprimer an nuinerateur 
et au d^nominateur le facleur i — /f-sn^usn-a, de sorte qu’il se 
rdduit a I’expression 


sn'ip(i — k- sn'*p) (sn^o — sn^a) 

(i — k'^ sn^a sn^ p ) ( i — /c^ sn^^u sn- p ) 


Kemarquant encore qu’on a 

sn 2 p ( I — sn'' p ) = -i sn p cn p d n p , 

nous poserons, pour simplifier IMcriture, 


L = 


I — k"- sn^a sn^ p /sn a cna dn a -i- snb cn tin 6 


/f2 sn p cn p (In p \ 

et I’tjquation en snu sera simplement 

sn^u — sn'^'a 

On en tire 

sn**a — L 


sn'^a — sn’’* h 


-t- G ), 


sn^ y 


t — k'^ sn^u sn=*p 

cn*a-j-dn®pL 


L. 


, _ dn^a-h/c^cn^pL 

I — /c’-* su=* p L ’ t a u _ ^ p ^ , 


I — /c^ sn^ p L 

et, si Ton fait 

4r = (sn2c!£ — L)(cn2a4-dn2pL)(dn*a-+-/c2 cn^ pL) (i — k^ sn^ pL), 
ces valeurs donnent 


snu cnu dn u = 


/-•2 cnS ft I . Vi 


a. . jr\ CllCL JC ICpi CliUO, |JULll JCS ajuutGt 

membre a memhre, les equations 


X-C = 
X4-C = 


sn d 


cna dna 

— }- 

sn a sn (« — 6) sna 

sn a cn i (In £> 


k- sna snco sn (a -h to), 
/c‘-* sn 6 snto sn ( 6 -t- to), 


sn^sn(6 — a) anb 

etj’obtiens, comme on le voit facilement, 

‘iX = /c^ [sna sn sn (a -i- to ) -+- sn 6 sn to sn( 6 -t- to )], 

Oil bien encore 

X = A'-[ sn Ca -f- (3) sn(u — a) sn(u -f- |3 ) 

+ sn(a — (3)sn(u — a)sn('j — p)]. 

Maintenant, iin calciil sans difficukti tionne en premier lieu 
I’expression 

^ /f^ snot cna dna( sn-u — sn2j3) 

(I — /f^ sn^u sn^a) ( i — /i^ sn-x sn‘'^ fj ) 

/iT^ sn u cn u tin 'j( sn® (3 — sn®a) 

U — s n® u sn® a ) ( i — k- sn® u s n ® |3 ) ^ 

•on en conclut ensuiie la valeur cherchee, a savoir 


X 


A'® sn X nn a tin a [sn® a — sn® 3 —0 — /t® sn* P ) L] 

(I — A'® sn®a sn® P) j i — A'® sii'a H- A'®(sn®a — sn® [i ) L] 

/c®(sn®p — sn®a) /jg 

(i — k- sn®a sn® P) [i — A'® sn* a -i- A-®{ sn® a — sn® p ) L] 

Cette expression devient illusoire lorsqu’on suppose d’abord 
1 — /f^sn^asn-p = o, c’esl-a-dire 


on bien 

puis en faisant 


a -t- p = c< = i K', 
a — p = 6 = j K', 

I — k- sn*a A2(sn®a — sn® P)L = o. 


La premiere condition, ayant pour effet de rendre infinis les 
coefficients de I’^quation dilF^rentielle, doit etre dcartde; mais la 
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seconde appelle ratLenlion, et je m’y arreLerai un moment, afin 
d’obtenir la nouvelle forme aualytique que prend I’intdgrale dans 
ce cas singulier. 


XXXll. 


Remarquons en premier lieu que cetle condition se trouve en 
posant 

sn^u 


sn^a — L 


i_/:2sn2ftL /c^sn^a' 


c’est-a-dire u = a H- et donne par consequent co = iK! . Cela 
dtant, je fais dans la solution de I’int^grale, qui est reprdsent^e 
par la formule 

r. 0'(wn 

e(t/. -I- to) J^- 0 (W)J" 


1-1 (ii) 


w = iK'-H e, 


£ ^tant infiniment petit, et je ddveloppe suivant les puissances 


croissantes de £ la difference \ 


e'(o)) 

0(w) ' 


Or, I’expression pr^ce- 


demment employde 

iX = A'-[siia sno) sn(a -H w) -l- sii6 snco sn(i' h- lo)] 
donne facileinent 


^ I cnadna on 6 dn/j 
“ e 2 sna 2 snb 


nous avons d’ailleurs 

0'( CO )_ ir(e) tTt I tTC , 

0 (co) ~ li (e; 2 K~e aK 

et Foil conclut, pour £ = o, la limlte finie 

0'(to) iTz cnadna cn b dn6 
0 (co) ~ 2 K 2 sna 2 sn 

(2H-I-/K') . , 

Remplagant done 0 fK.') par ' , on voit qu au 

1 1 <3 1 1 rl A 1 Cl fATipiinn rlniil-ilfiinent neriodioLie de seconde espfece 
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venons a I’autre solnlion en employant, au lieu cl 


la valeur egale et de signe contraire u 


e n- 


tire to = — 2 a — «‘K' 


b — «K', et par c 






X = 


sii^a -h sn- b 


0'(to) 


seq 


n'(a 


2 sn ( a H- ^ ) sn a sn 6 ' 


0 (to) 


H {a 




Des reductions cjui s’offrent d'elles-raemes etx 
formule 


eni 


n'(a-i-b) _ H'(a) H'(&) b 

l\{a-\-b) H ('^) snasn(a-i-b) ' — ^ 

donnent ensuite 


^ 0'(to) _ H'(a) H'(b) cnmclnia cn6 cl n /; 

0 (to) H (a) H (6) 2 sn a 2 s rT^T ^ 

La seconde int^grale devient done 

„ , z. \ r **' I"' a'(/0 criff (in n cn /; i| n 

^ ^ ^ 1 . 11(1-0 U16) 2snft ~T 7 n~Zf _]”• 

HuO 


et I’on voit que, pour le cas singulier considere, la soli; 
rale est representee par la relation suivante, 


ye 


cn /T (In rt 
2 sn« 


cn 6 (In Zi \ 

/ " ^ c H- G' 


H ( u — a — 
li(tO 



li "** tl 


XXXIIL 

Un dernier point me reste maintenant a traiter ; j’ai 
montrer comment les Equations dilFdrentielles ob tenues 
graphes XVII et XVIII se tirent comme cas particulier 
tion que nous venons de considerer, ou plutot de ce 
resulte si I’on change u en u + zK^, a savoir 

jy" — [X- sn It snti sn(M — a) -j- A:* sn it sn 6 sn( it — 

-t- Ta/c^ sn It sna sn(it — a)-HB A:^ snitsn6sn(it — b)-i 


Oo(a} Oo(ii} 

^ CO,(a-l-a) -|D„iag0,0,_, C'0,_,f« — a) 

0„(«) " ■ Oo(i0 

,, GO, (»+-«) -^r)aiogO, 05 +, G' 03 _,r« — a) ^d„ log 0,0,+, 

'».(«) " ■ 5;u) 


On voit ais^ment que les quantiles qni jouent le role des con- 
stantes w et co' ont pour sotnme, successivement, Is. + ^K', iK', K. 
C’est, en eHet, la consequence des relations ddja remarquees 


G,(k - t- iK' j = or 0i_, (M)e 
0, ( -t- K ) = u’ 03 _, ( Jt), 


rn 

/fK 


[ii-hi 


1 


0,( ii -f- K 


iK') = Cj"02H-,(«) 


- T-JT (2k-(-/ K') 

e 


D’apres cela, je ferai successivement a + 6 = K -p iK', iK', K; 
je poserai en outre, en changeant d'inconnue dans ces divers cas, 

— ^D„logcna — ^D„ 1 obriu( — ^Dnlogdart 

, ze ^ , z e 


Or, en considcirant, pour abrdger, seulemenlle premier de ces cas, 
voici le calcul et le resultat auquel il conduit. La condition sup- 
pos^e = K H- — a donne d’abord 


sr i = 


cin a 
k cn a 


so(ii — h') — — 


fln( M H- a ) 
k cn(«-f- a) ’ 


sn(a — h') = — 


cln 2 « 

/c cn ^ 


et nous obtenons, pour la transformde en z, I’dquation suivante : 



k"- sn li sn a sn ( zi — a) — 
P /c^ sn « sn a sn( K — a) 


sn tt cin a d n ( M -H a) sn a cl n a 


cnc^ cn (ic -h a) 
sntt dna dn( u 


a) 


cn a cn(i< -1- a) 


rJ ^ = o, 


ou j’ai fait, pour abrdger, 


P = A 


sn a dna 


Q = B 


sna dna 


sn^adn^a /c^cn^aa „„ 
R = — : 7 1 7-:: G*. 


2 cn a 


a cna 


4 cn^a 


dn'-^aa 


Reprdsentons ensuile par ^ le coefficient tie z ; au inojen de 

¥ 


formule dldmentaire, 

sn(M — a) a) = 

nous obtiendrons 


sn u cn M dn a — dn u sn a cn a 


I — k~ sn- u sn^a 


^ — P^- sn w sna(snM cn ii dna — dnM sna cn a) 


^ sn w dn« , , , . 

— Q (dn it dn n! — sn u cn it sn «. cna) 


■ -h R(cn It cna — sn it dn tt sn a dn a), 
ou bien, en reunissant les tennes semblables, 
Cl = (P -H Q)/c 2 sna dn<a sn^it cnit 


— (pk^ sn^a cntt H- 0 — -i- R sn tt dn sn it dn it -4- R cn it cn 

\ cna / 


Soil maintenant G = 3 


cna 

sna dntt 


2cna 


; cette nouvelle forme tie 


constante donnera, apres quelques reductions, 

Cl = — cn sn’* It cn it 

-h ("sna dna o 2 -i- cna(i — ik^ sn^a) 8 


k^ sn^tt dn a r— sn a d 


— j^cna §2 _ 


d n 2 2 a 


n«J sn It dn; 


c n 2 2 ^ 

sna dnaS cna I cn it. 


d n 2 2 a 




Or, en faisant successivement a = o, puis a = K, on tire dc 
les equations 


cn uz " — cn uz ' — [A:2 sn* tt cn it — sn it dn itB -h ( 8* — /<2 ) cn it].z = i 

sn It dn uz " — D„ snw dn uz ' — [cnitS- 4 -snttdnitS 2 ].s = o; 


ce sont prdcisement les relations en X, et Y< des paragrap] 
XXV et XXVI, en supposant dans la premiere S = S, et dans 
seconde S = — 8 ' . 


XXXIV. 


Les fonctlons doiiblement p6riodiques de seconde espece avec 
un pole simple, qu’on pourrait nommer unipolaires^ donnent, 
comme nous I’avons vu, la solution decouverte par Jacobi du pro- 
l)leme de la rotation d’un corps autour d’un point fixe, lorsqu’il 
n’y a pas de forces accel^ratrices. Ges memes quantiles s’offrent 
encore dans une autre question mecanique importante, la recherche 
de la figure d’equilibre d’un i-essort soumis a des forces quel- 
conques, que je vais trailer succincteznent. On sail que Binet a 
reussi Ic premier a ramener aux quadratures I’expression des 
coordonn^es de I’dlastique, dans le cas le plus general oulacourbe 
est a double courbure [Comptes rendus^ l. XVIII, p. iii 5 , et 
t. XIX, p. i). Son analyse et ses r^sultats ont ete immediatement 
beaucoup simplifies par Wantzel ('), et j’adopterai la marche de 
I’eminent geometre en me proposant de conduire la question a son 
Lerme et d’obtenir explicitement les coordonnees de la courbe en 
fonction de I’arc. Mais d’abord je crois devoir considei’er le cas 
particulier ou Teiastique est suppos^e plane et ou Ton a, en de- 
signant I’ai'C par s {Mecanique de Poisson, t. I, p. 608), 

, 2 c- dx , ( 2 a,r — x~) dx 

ds — ~ - — ? dy = - - _ = • 

c'*- — (icia? — x'^p V 4 — i^-iax — x-)'^ 

Soil alors 

X = a — y/ 1 — X*, k'^ = - -i- 

on obtient facilenaent 



de sorte qu’on pent prendre X = sn y c ~ ' ) ’ G^-ant une cons- 
tante arbitraire. Mais il est preferable defaire X= sn ^ + ; 

(') Wantzicl, enlev^ ci la Science par une mort pr^matur6e k I’&ge de 87 ans, 
cn i84o, a laissd d’excellents travaux, parmi lesquels un M^moire extr^mement 
remarquable, sur les nombres inconmtiensurables, publid dans le Journal de 

t XV n tSt. fit line Note sur I’intderation des equations 


cas j JiipurtaiiL qui a glc-: consiuere pai i uissuii, uu u sup[iu.sr 
une ligne dont la longueur est tres grande par rapport a a, s el a\ 
En premier lieu, les formules 


cn ( s 4 - K ) =: — k 


, sn z 


dn. 


donnent, pour I’abscisse, 


Oj — ct “4“ 


v/4 ■ 


1 q c- 


dn 




La valeur de I’orclonnee, a savoir 


,c^y— j' {lax — x’'-) ds = J' 


ct®) cn- 


^ Si) 


K 


ih. 


s’obtient ensuite imm^diatemeiit en emplojant la relation 
j' k"^ cn2(4: 4- K) dz — k-z 4- D- log Al(z) 3 . 


Or ces formules condiiisent comme il suit aux developpenuMii- 
de X ely suivant les puissances d^croissantes de c. J’emploie it I’r 
elTet la s6rie 


sn z 
dn^: 


k^—k'^ 


l_l6/'2/c'2 


et je remarque qu’en designant par F„(A') le coefficient do 
qui est un polynome de degrt^ n en /r-, on a la relation suivaiili* 


Vn{k')^{-lYY„{k). 

Nous en concluons facilement pour n pair I’expression 

F,i(/f) = ao4- ai(/f/f')2 4- a,(/:/f')'-4-. . . 4 - a, (/:/:')" 

- n 

et pour n impair 


Gela dtant, les formules 


Po + {^k1iY + • • Prt — i ( kk' )''■ * 
2 


k^k'^-=- - — 


et 


/c2_/c'2 = 


sun QUELQUES AUPLtCATTONS DES FONCTIONS EULIPTIQUES. 
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montrent que le teritie general qui esL de I’ordre ? 

lorsqu'on remplace 2 par ^ > devieiil, si Foil suppose n impair, 

de I’ordre Nous pourrons done ecrire, en negligeant — dans 

la parenthese, 


ar = a -+- 


v / 4 e'* 


•ic- 



lie'* 


(^ — ■yo)n _ 


Remplagons enlinle facLeur ~ ^ etprenons^o 

il viendra, avec le meme ordre d’approximalion, 


■ a: 


g ^ 

X — s r 3 (.v — aY — toa^(s — rSa** 1 . 

I 20 c'' ^ 


Le developpement de c-y rdsulte ensuile de I’equation 

I 


T^s , , k-'-k'Hk"-- k'"-) 

/c2 cn2(3 -t- K) dz = — ; — z*-l rr-r: 


3 . ;■) 

• 7 • 9 


/,2//2f2 — 17/-2//2) , 

^ ^ -t- . . 


mettant — ^7— ai^i lieu de z cl d( 5 termlnanl la conslanlc amende par 
I’inlegration de maniere qu’on ait y = o pour .v = a, on eii lire, 
par tin calcul facile, 


a = as- — 


(s — rt 
420 0^ 


[3 (s — a)'' — 14 (s — «)-+ 35 a'']. 


Le second membre, dans celte expression de I’ordonnee, est exact 
aux termes pres de I’ordre comme la valeur trouvde pour 
I’abscisse. 


XXXV. 

]jes equations dilTdrentielles de I’dlaslique, dans le cas le plus 
gdndral ob la courbe est ii double courbure, se ramdnent par un 

r*l'»Ai‘v /X v\ t f /a ■**» r\ lx I Q /*1 /X /-» /X /-V v» rl /\ « irx A ff r»/x>v\iVM^ 1 ^ n /xi'vx Ci r* /“f n *\7^ n n !• >7 I 


aex,y, z et a, p, y aes consiantes aoiiD les aeux premieres so. 
essendellement positives. 

Ccla etant, j’observai en premier lieu que, si on les ajonte apr 
les avoir multipliees respectivement, d’abord par x\ z\ pn 
par x" ^ y\ z'', on obtient 

a( -i- y'^ -h z - ) -h y — xy' ) -h -( z' = o, 
a.{x' x" y' y" z' z") ■+■ ^(x" y — xy") -H '(z" = o. 

Or la premiere de ces relations donne, par la differentiation, 
^.^(x' x" y y" z'z") -+■ ^(x''y — xy") -l- ■'{z''= o; 


nous avons done 
d’ou 


x' x" y' y" z' z" = o, 
x'--{-y'--\- z'^ — const., 


et Ton voit que, en prenantla constante 4gale al’iinite, onsatisfc 
a la condition que I’arc s soil, comme on I’a admis, la variable i 
d^pendante. 

Cela posd, et apres avoir 6crit les Equations precedentes dece 
maniere, 

a, yxy"—x''y) — '{z", 


j’en d^duis 

{xy"— x"y)z'] = acz"; 

mais le premier membre, ^tant dcrit ainsi, 

Pr(y«"— + {z'x"—z"x')y], 

se r^duit a 

l^[{ax'-h ^y)x-h{ccy— ^x)y] = al^{xx' -\-yy), 
de sorte que nous avons 

^{xx' + yy') =z", 

puis par I’int^gration, en ddsignant par 8 une constante ai 
traire, 


Q(x--h r^) = liz ' — S'). 


Lions a inl(^grer par celles-ci, 

<^{xx'-^yy') = C, 

a;' 24 _y 2 _ , __ ^2^ 
8(a:y— a7>) = Y^ + ot. 

Or I’idenlit^ 


{cc~-\-y^) (c(!'--\-y'~) ~ ( xx' -h yy' )^ -+- {xy' — x' y)^ 

donne en premier lieu 

!;'’-=a[i(^-3)(i-C2)-(Y!; + ap, 

et I’on trouve ensuite facilement 

-I- iy' __ Ch- + et) , 
x--^iy ~ 2 (^ — 8 ) ’ 

ces resultats obtenus, les expressions des coordonnees en fonction 
de I’arc s’en deduisent comme il suit. 

Soient a, b, c les racines de I’dquation 

de sorte qu’on ait 

C^ = ~2^(C-a)(C-6)(C-c). 

D^signons aussi par valeurs de C, qu’on doit, d’apr^sla 

condition x'~ +y'~ + ^- = i , supposer comprise entre + 1 et — r . 
Le facteur (3 dtant positif, comme nous I’avons dit, le polynome 
— a) — b){'C, — c) sera ndgalif en faisant Mais il 

prend pour + i et ^ = — 1 les valeurs positives (y + a)- 
et (y — a)- ; par consequent, les racines a, 6, c sont rdelles, et, si 
on les suppose rangdes par ordre ddcroissant de grandeur, a sera 
compris entre H- i et b entre Co et — i , et c entre — ( et — oo. 
Remarquons aussi que, ayant pour s = C un rdsultat positif, il est 
ndcessaire que cette constante 8 soil supdrieure 4 a ou comprise 
entre 6 et c. Mais la relation x- +y’- = 2 — 8) montre que la 

seconde hypothdse est seule possible, car dans la premidre :r- -\-y^ 


aUJLCllL ClJU-UiU 


on aura 







(C-«)(^ — — =- (a — 6)2(61 — c)U2(i- U2)(r — it2U5), 

et de I’equation 

nous conclurons 

U'2 ^ (iiZl£]i ( , _ U2 ) ( I — /,-2 U2 ) . 

2 ^ 


Faisons done 


"=\/ 


(a — c) p _ 


; puis, en designant par ,yo inn* 


constante, u = /i (5 — 5o)? on aura 

U = sn£6, ^ = a — (a — 6)sn2«, 

et par consequent 

n{z—z^)— J ^ dll = l^a — (a — c) ^ j ££ H- (a — c) Q | 


Zq etant la valeur arbitraire de z pour a — o. 

Considerons, pour obtenir la valeur de x-\-iy^ I’expressiun 

^ represente la derivee logarithmique. (’/(“il 

line fonction doublement pdriodigue de la variable u, ayant pour 
p6les d’une part u = i]^ et de Tautre les racines de Tequalioi* 
K — 3 = 0 . Mais des deux solutions = dr w qu’on en tire urif 
seule est en effet un p61e, comme le montre la relation 

C2+(YC + a)2=2!B(C-8)([-?2)^ 

d’ou Ton deduit 

^' = ±: i(tS -H a), 

en faisant ^ II en rdsulte que, si nous prenons pour u m 
la valeur i;' = -+- i(Y8 + a), on aura 

K' — — i(y8-i-a) pour u— — to, 



voit que le resma de la lonction qui correspond an pole u — o) 
est + /? ; le residu relatif a Tautre pole a = iK' esL done — n, el, 
par la decomposition en elements simples, nous obtenons 

/I fx ir ( u — to) T 

•2 ( C — 0 ) 1_ 0 ( a ) ~*~ H ( — oj ) J 

La constante X se determine en supposant a = o ou (^ = a, ce qui 
donne immediatement 

, in(aY-h<x) H'(co) 

X 1 — — j 

a — 0 d 


et I’expression cherchee se conclut de la relation 

D^]og(a?-+- i» = nD„log(a?-f-j» = n [x - H- !|y- " ^ ^ 

i/- j 11^ a — w j 


ail moyen 
espece 


d’une fonction doiiblement periodique 


a? + = (aJo-i- i>o) 


0(o) II (to — u) 
0 ( ) n ( to ) 


de seconde 


Dans cette formule, tTo et yo designent les valeurs que prennent 
a: et y pour u = o ; elles sont liees par I’equation 

P(i*?S-+-7o) = 2(a- 6) 


et ne contiennent, par consequent, qu’une seiile indeterminde. En 
yjoignantles constantes ^oj et 5, on a done quatre quantites 
arbitraires dansl’expression generaledescoordonneesdel’elaslique. 
A regard de S, nous avons vu que sa valeur doit rester comprise 
entre b el c ] de D rdsulte que sn-co, determine par la formule 

sn-a)=^ — a pour limites i et^- On pent ecrire par suite 
w = Kh- iu, u etant rdel, et poser 


X -+- iy = (tro-H i/o) 


0(o) H] ( iu — u) eXtt 
0( li) H] ( A) 


Changeons i en — i, ce qni change X en — X; on aura 


x — iy — (a?o — ijKo) 


0 ( o) H I ( i u -t- u) 


&( It) 1-J. C iu 'I 


savoir 


— — (a_c)-^j M4-(a — 

donnent la solution complete de la question proposee. 

XXXVI. 

Les expressions des rayons de courbure et de torsion, R et/‘, se 
calculent facilement, sans qu’ll soitbesoin d’employer les valeurs 
des coordonnees, etcomme consequence immediate des dqualions 
differentielles 

y' z ” — y" z' = aar'-t- [3y, 
z' x ” — z''x'^cty ' — 
x' y" — x" y' — a 2 '-|- Y- 

On trouve, en efFet, apres les reductions qui s’ofFrent d’elles- 
memes, 

■p = (aa;'-i- [37)2-1- (ay— pa?)2-f-(a^'-l-Y)® 

= a — o) -(- Y^— a® 

= aj3[a — 8 — (a — h) sn2«] -h — a^, 

puis 

x' x" x" 

y y y =«p(c— s) — p(a8H-Y)-t-“CY^— 

z z" z'" 
et, par consequent, 

— = — q) — (3(aS -f- y) -f- cc(y~ ~ 

r 2 3 ( ^ — 8 ) H- Y^ — 

Cette expression du rayon de torsion conduit naturellement a 
envisager le cas particulier oii elle devient inddpendante de 'Q 
et a la valeur constante r = -- La condition a remplir a cet efl'cl 

a X 

elant 

aP(ao -H y) — a(Y' — = O) 

je remarque que, en remplacant I’indeterminee par — dans 
I’egalite 








U \ fY 


(Y' — a^) [2P(a8 -1- Y) — *(t^ — a®)] = 2 P(y -1- aa) (y -H- 6a) (y + ca), 


par oil Ton voit que I’une des racines a, 6, c est alors egale a — -• 
Mais notre condition donne 


ainsi I’on doit poser 


6 


^ _ Y . 

2^ a ’ 


S -t- 


Y- 


2 p 


a, b 


ou c, 


et voici la consequence remarquable qui r^sulle de la. Nous avons 
trouve tout a I’heure 


a 


- = — 3 — (a — 6 )sn-Mj h-Y" — 


OU plutol 


ir- 


= 2 P a — 0 


a2 yi \ 

- -p - j ~ '2 p>( a — 6 )sn’^w; 
or cette expression montre que le premier cas, ou Ton suppose 

0 H fj — = Ci, 

2P 

doit elre rejet^, commc conduisant a une valeur negative pourK-. 
Mais les deux autres peuvent avoir lieu et donnenl succes- 

sivement, en eraplojant la valeur du module /f- = — — 


It2 


= 2p(rt — b) cn^ ic, 


R2 


= 2p(a — c) dn® u. 


Le rayon de courbure devient done, comme les coordonn(5es 
elles-memes, une function uniforme de I’arc, en mi^me temps que 
le rayon de torsion prend une valeur constante. Ces circonslances 
remarquables me semblent appeler I’atlention sur la courbe qui 
lespr^sente; mais ce serait Lrop m’etendre d’essayer d’en suivre les 
consequences, et je reviens mon objet principal, en donnant une 

Y'Aivt n cnmln •Trw'ivi o l-i nTi rl c n ti a rv'n c 1 1 n cn -TiD c rl ^ r»z3 
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quelconque dont les integrales sont des fonctions doubL 
periodiques de seconde espece, unipolaires ('). 


XXXVII. 


Soit, comme an paragraphe XXX (p. 347), 


/( «) 




designons par fi{u) ce que devient cette fonction quand on ] 
place les quantiles o), X par to/, A/; nommons enfin p.,- et 
multi plicateurs. Si I’on pose 

j' = G] yi ( if) -4- Co ( « ) -f- . . . Cfi fti ( )) 

I’^qaation difTerentielle lineaire d’ordre /z, admettant cette es 
sion analytique pour integrale, se prdsente sous la forme suiv 

y /l(“) /2 (iO ••• fniu) 

y fu{u) A (it) ••• A (it) 

y- /f(“) A'iA ••• /«(“) 

D’apres cela, j’observe que, le determinant etant mis sc 
forme 

. .-+-4>n(u) jy, 


les coefficients $/(m) sont des fonctions de seconde espece 
multiplicateurs pi p-o • • • p«j p, • • • pi? ayant le p 6 le u = 0. 
I’ordrede multiplicitd n-h i, saufle premier $o(z:^), ou Torcl 
multiplicite est n. C’est ce qu’on voit immedialement en rc 
chant la seconde colonne du determinant de celles qui su 
attendu que les differences A{u) — fsiu) — f]{u) 
ainsi que leurs derivdes, ne sont plus infinies pour u = o. 
pouvons done poser, comme je I’ai fait voir ailleurs (Sar I' 


(^) On doit ^ M. de Saint-Venant un travail important sur les flexions 


de M. Bovchardt, t. LXXXIX, p. lo), 

. , . _ Go H (li — a,) H( u ~ a^) . . ■ M ( m ) etf'n" 


les quanlil(is Go, ^05 etant des consLanLes, puis d’une maniere 
semblable pour les coefficients suivanLs, 

, . . G/H( u — ai ) H ( u — a{/' . .. H ( u — aL + \) ■'' 

<P/(m) = ! : ; !iZ_L£ . 


II en resulte qu'en d^coinposant en eli^ments simples les quo- 
tients qui sont des fonctions doublement periodiques de 

premiere espece, on aura 


A| n'(?< — rt| ) AolI'Cii — «2 ) 

-- — — const. ' "rj“ - " ' “j~ - "■ - ' 

^l^o(w) 11 (« — a^) 

A.„ ir( u — a,, ) An u) 

II (/i — a,,} U ( » ) ' 

avec la condition 

Ao = — (A 1 -H A 2 . . . -+• rt ) • 


C’est done la gdndralisation du ri^sultal irouvd au para- 
graphe XXVJII (p. 343) pour les (kpialions du second ordre, 
et ii est clair qu’on peut encore ecrire 


u) 


= const. - 4 - 


A , sn a-i 

sn u sn ( ft — «! ) 


A 2 sn <7-2 

sn ft sn(« — Ui) 


A„ sn a„ 
sn u sn( u — an) 


La determination des constanies A,, An, qui entrent dans 
ces expressions des coefficients de I’equation lin^aire, par la con- 
dition que les solutions soient des fonctions uniformes, est une 
question difficile et importante, que je n’ai pas abordee au del^ du 
cas le plus simple de n = 2 ; je me borne a donner la forme ana- 
lytique gendrale de ces coefficients et observer que, chacune des 
fonctions fi{u) contenant deux arbitraires, I’^quation difFdrentielle 
en renferme en tout 2 / 2 . Les remarques que j’ai 4 presenter out 
un autre objet, comme on va le voir. Je me suis attache 4 cette 


donner I’indication d’un type special, a distinguer et a caracteris 
de maniere qu’on ait ses analogues, si je puis dire, pour un or 
quelconque. Introduisons done la condition = const, ju 

amener la disparition des points a apparence singuliere u — 
a-i, . . a,i, et posons, a cet effet, les ji + t conditions 

ai — o, a^~ 0, a,i— go—o. 


J’observerai, en premier lieu, que, dans ce type particii 
d’equations, le nombre des arbitraires se trouve rdduit a in — (/i -I 
e’est-a-dire an — i . .Te remarque ensuite cjue, les fonctions (b,: 
ayant toutes les m^mes multi plicateurs, ces multipUcateurs sor 
necessairement I’unite, puisque Tune d’elles, <I>o(^^): ^tte cc 

tante. C’est dire qu’elles devieunent des fonctions dotiblciu 
pdriodiques de premiere espece, ayant pour pole unique u ~ 
avec I’ordre de multiplicity maximum n+i. Nous avons, 
consequent, I’expression 


<J>i-(u) = a 6 


sn^M 


cD„ 


/iD'r‘ 


sn2 a 


que la consideration suivante va nous permettre encore de s 
plifier. 

Et, d’abord, il resulte des expressions de $o(w) ct <&) (n), .s 
forme de ddterminants, qu’on a, en g-yndral. 

La condition ‘I>n(w) = const, donne done 

= o, 

€t I’on voit que I’equation d’ordre n, analogue a celle de Lam 
la forme 

Je ferai maintenant un nouveau pas en appliquant I’un 
beaux tbeoremes donnds par M. Fuebs, a savoir que le point 
guller effeclif u~o doit ^tre, dans le coefficient un 

dont I’ordre de multiplicity ne dypasse pas f, pour que I’intyg 


coefficients, eii remplacant u par ii -|- fK', afinde nous rapprocher 
autant cjue possible de I’eqnation de Lamd, 

{u) — ao •+■ sn^ M, 

•^1^3 ( u') = fjo §1 sn^ u - 1 - ^2 sn-jt, 

fl\( it) = Yo -+- Yi T2 Di(, sn'-* u -t- YsDft sn* m, 


La question de determiner les constantes ao, a, , . . , , de manifere 
^ rdaliser completement la condition que I’integrale soit une 
fonction uniforme, offre, comme on le voit, beaucoup d’intdret. 
Elle a fait le sujet des recherches d’un jeune geometre du talentle 
plus distingue, M. Mittag-Leffler, professeur a 1’ Qniversite d’Hel- 
singfors, et je vais exposer les resultats auxquels il est parvenu. 


XXXVIII. 


Gonsiderons en premier lieu les equations du troisieme ordre, 
que nous savons devoir contenir deux constantes arbitraires. Elies 
presentent deux types distincts, et Tun d’eux, decouvert ante- 
rieureinent par M. Picard, a offert le premier et memorable 
exemple de I’integration au moyen des fonctions elliptiques cPune 
equation dilferentielle d’ ordre superieur au second ('). C’est 
I’equation 

(a — 6/c* sn* m) 7'+ = o, 


a la quelle on satisfait de la maniere suivanle. 
Soit 

r-i W'(w)-] 


y 


et posons, comme au paragraplie V, 

I-H A'® 

Q = /c 2 sn* CO ^ — j 

£ 2 1 = /c^ sn CO onto dnco. 

2 ( 4- ) , 7 — 22 A2 -1- 7 A* 

£22 = A 2 sn* CO — sn^ co — — ; 


(') Sur une classe (Tequations differentielles {Comptes rendus, t. XC, 


C designant un facteur constant. Les quantit^s to et X se d^ter- 
minent an moyen des relations 

3(X2 — £!)-+-a — k^) = o, 

2^3— 6XQ — 4Qi— j3 = o, 

et il a 4t6 d^montr^ par M, Picard qu’elles admettent trois sys- 
temes de solutions, d’oii se tirent trois int^grales particiilieres et 
par consequent I’intdgrale complete de I’equation considdree. 

Le second type qu’il faut joindre au prdc^dent pour avoir, dans 
le troisieme ordre, toutes les Equations analogues a celle de Lamd 
est 

(a — 3/f2 sn3 (p -I- y/cs sn^ u — 3/c3 sn li cn u. dn u)y = o, 

avec la condition 

3 ( « — I — /c- ) + = 0 • 

II prdsente cette circonstance Lien remarquahle que, dans los 
trois intdgrales parliculieres, la constants \ a la m4me valcur, ii 
savoir : X = — ^ Cela etant, to s'obtient par la relation 

2X3— X( 3 Q — I — /f 2 ) — til — p = 0 . 

En passant maintenant au quatri^'me ordre, on oLtient qiialrt* 
Equations A, B, C, D avec trois constantes arbitraires, et pour 
chacune d’elles les constantes to et X se determinent ainsi qut! je 
vais I’indiquer. 

A. 

(a — lak'^ sn3 a)j"-+- (y -+■ o/c^ sn^ a)y = o, 

avec la condition 

2a — 8(n- /c^) j-t- S = 0. 

Les relations entre to et X sont 

4X3 — X(i2£i H- S) — 8t2i-+- p = 0, 

90 X'^ — (540Q -+- i5o)X2 — 720 til X — 270Q2-+- i5St2 

. , 7.2 \ Q 7 . r-i _i_ ^ — n 


B. 



(a — 8 A- sn^ w) (p + '(k^ ^n-u — 8 A*- sii m cna dn u)y' 

+ (§-+- eA- sn- u — sn m cn « dn u')y — o, 

SOUS les conditions 

4 e = Y®, — 2 A"^") + i6 p = o. 

On a ensuite 

4 8 ( X- — £ 2 ) + liX-f "+■ ‘•^• 4 ct '+■ 3 — 64 ( i H- A^ ) = o, 

j2oX^-^ 720X2 £2 — g6oX£2i — 36 o£ 2 o — 60 (X® — 3 X £2 — 2£2i)y 

— i 5 (X 2 — £2)y2 — 1208 — 10(1-+- A2)y 2+ 64(1 — A2-f- A^) = o. 

C. 

(a — 6 A- sn2 a)j)-" -f- (P — 12 A2 sn w cn a dn M)y -+- (y + s A 2 sn2 k) JK = O, 

avec la relation 

1 2 Y — S ■ — ^io[a — — 0 

Les Equations en w et X. sont 

6(X"- — Q) 4 - 2 a 4 - 0 — 4 (H- A-2) = 0 , 

2 X 3 — X(6£2 — 0 ) — 4i2i — P =0- 

D. 

^_ ( a _ 4 A3 sn2 m)/' 4- ( P 4- sn^ u — 8 A^ sn w cn a dn ii )y 

4-(8 4 -eA 2 sn 2 u — 8A*sn*u4- Y^^ sn it cn w dn = o. 

On a entre les constantes les deux conditions 

8a — 32(1 4- A3) -4 4£ -H T‘ = O’ 

4 P 4 - t[^ — 4(1 4- A*)] = o, 

Ge dernier cas pr^sente un second exemple de la circonstance 
reinarquable qui s’est olFerte dans Tune des Equations du troisieme 
ordre, la quantity X ayant dans toutes les integrales particulieres 

la nalme valeur, savoir X = L Equation en o) est ensuite 

qoX4-i5(X2— Q) [3s — 8 (i4 -A3 )] — 36oX3£2 — 36oX£2i 


XXXIX. 


Les recherches clont je viens d’enoncer succinctement les pr 
miers resultats ont etd etendues par M. Mittag-Leffler aiix equ 
tions lineaires d’ordre quelconque, dans iin travail qui parail 
procliainement. {Annali di Mathematical II, t. XI, 1882, p.6J 
II sera ainsi dtabli que la tlieorie des fonctions ellipliqiies condi 
aux premiers types gdneraux, apres celui des equations a coel 
cients constants, dont la solution est connue sous forme explici 
L’equation de Lame 

- = [rt( /z -h i)/i2 sn-a? -t- /i] j’, 


ayant ^te I’origine et le point de depart de ces reclierches, d 
d’autant plus appeler noire attention, et j’y reviens pour abort 
un second cas, celui de n = 2, en me proposant d’en faire bapf 
cation a la tlieorie du pendule. Je traiterai ce cas par une mdthc 
spdciale que j’expose avant d’arriver au cas general oiile nombi’i 
est quelconque, afin de reunir divers points de vue sous lesqu 
peut etre traitee la m^me question. Reprenons a cet efletl’dquati 
consid^ree au paragraphe XXX (p. 347) et dont nous avons c 
tenu la solution complete, a savoir 




sn it sn(a — a) 
A sna 


-h 


sn It sn ( 

B sn b 


Id 

in(« — 6)J 


y 


snttsn(tt — a) snztsn(zt — b) sn2(a — b) 


C']r = 


Soit u — et cbangeons aussi a el b en a + 

b-\- fK.', de sorte que les constantes A et B deviennent 


A = 
B = 


sn sn( a — b) 
sn b 


sn« sn(6 — a) 


C, 

G. 


L’^quation prendra la forme suivante, 




-H 


snasn(a7 — a) sn6sn(a7 
A snzc Bsna; 




xY 


C’lr 


les cjuaiitiLds to et etanl d6teriTiin.d6s inaintenant par Ics condi- 
tions 


X - C = 
X 4 - C = 


sn a 


sn6 sn ( a 
s n h 


b) 



sn CO 


sna sn (ciH- to)' 
sn CO 


sn a sn ( 6 — a) sn 6 sn6sn(Z>4- 


(O) 


Cela pose, considdrons le cas ou b — — a] on trouve aisement, 
en chassant le denominaleur sn-a? — sn-a, I’equation 


(sn^ip — sn^a) — o. sna; cna? dn,5? 


[ 'I A cno! tin a 
— 

sn a 


• sn^a^ 


C- ) (sn^a^ — sn^a) 

Parlicularisons encore davaiitage et, observant qu'on a 


jK = 0. 


A = 


C, 


faisons disparaitre le terme en sn-a; dans le coefficient de j, en 
posant 

9. cnadna i ^ 

= 1- G. 

Slid sn9d 

Ge coefficient se r^duisant a nne constante, I’^quation pr6cddente 
devient 

(sn^a; — sn"^ a)D^y — a sn,r cna? dna7D,c_;t 

•+- 9 [3 4'^ sn* a — 2(1 -l- ) sn-a -1 - \]y = o. 

Soil done, pour un moment, 

d>(a?) = sn^a? — sn-a; 


on voit qu'on pent I’dcrire ainsi 

clj(a7)D2j/— c|[>'(a7)D,.ry-i-^"(a)7 = o, 
et Ton en conclut, par la differentiation, 


resiutal remarquable donne, en rempiacant Uj-y par s, 


Dl 


[- 


(a?) —^"(a) 
4>(.r) 


(G/i" sn^.'r 6/c- sn^a — 4 — 4^'-)' 


c’est precisement I’^quatioii de Lame dans le cas de la 

constante qui j figure eLanl h = 6A’-sn'a — 4 — Nous n’avons 
done plus, pour parvenir a notre hut, qu’a former I’integrale de 
I’equation eii e’est-a-dire a determiner les quantit^s w et \ an 
moyen des equations rappelees plus haul. Introduisons, a ccL 

elFet, les conditions b = — a. C = 1 — ; on en lirera 

’ siui sn2« 

successivement, en les retranchant et les ajoutant, 
sn^w sn-a(2/c- sn-a — i — k^) 


I 


cn-a 

sn to cn (0 dn to 
sir- a — sn- to 


De la nous concluons d’abord, pour to, les expressions suivantes, 

sn'^rt(2/:'^ sn^a — t — ■ /c“) 

3 /c‘^ sn^' « — 2 f I -h k- ) sn''^ a -h i ’ 
cn''a(2A'^ sn^a — i) 

3A2 sn^a — 2(r -i- A-) sn^a -t- ( ’ 
dn'' a( 2 sn-(2 — t) 

3 k- sn^a — 2 ( i -r- A-) sn^a -+- r 

sn-to cn-to dn^to _ (2k- sn^a — r — A- ) (2A2 sn^cc — i) (2 sn-a — 0 
(sn 2 « — sn^to)- 3 A 2 sn''-a — 2(1 -I- A^} sn-a -h i ^ 

et I’on voit que les constantes sn-to et X- sont des fonctions ration- 
nelles de sn-a ou de h. Nous remarquerons en m6me temps qnc 
snto et, par consequent, to ayant deux determinations egales ct dt; 
signes contraires, le signe de X est donne par celui de o), en vertn 

de la relation X == Aucune ambigui'te ne s’olTre done. 

sn^a — sn^to o 

dans la formula 


sn^to = 

cn* to = — 
dn*to = — 

On a ensuite 
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et Ton en conclut, pour I’integrale de Tequation de Lam^, 

DI7 = (6A'5 sn2a;-f-6A:2 sn^a _ 4 _ 4 

I’expression 


■^= 


8{x) 


Voici les remarques auxqnelles elle donne lieu. 


XL. 

Nous aliens supposer nulle oii infinie la quantile en nous pro- 
posant d’^tudier les circonstances qu’offre alors la solution de 
I’^quation dilTi^rentielle. 

Et cl’abord, on voit, par Fexpression de X-, que le premier cas 
a lieu en posant les conditions 

a/r^sn^a — i — A'2=o, 

•2/c* sn^a — I = 0, 

2 sn^a — 1 = 0, 

qui donnent successiveraent snco = o, cnto = o, dnw = o. Les 
valeurs detoqul en rdsultent, k savoir, w = o, w = K, w = K4-jK', 
conduisent aux solutions considerdes par Lam6, qui sont des fonc- 
tions doublement p^riodiques de la variable, avec la p^riodicitd 
caract^ristique desn^, cn.r, dna?. Nousavons, en efFet, pour to = o 
et 0 )=: K : y = .D^sna?, y = T>^cnx. II suffil ensuite d’employer 
les relations 

H(x + K-{-iK') =Qi(a?)e 

Q'(K-hiK') _ in: 

0(K-HiK')“ '-iK’ 

pour conclure de la valeur (o=:K + ^K.^ Fexpression Da;dn. 2 :. 

Supposons maintenant X infini, et soil a cet effet 
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petites. D’apres la relation 


sn‘‘a( 9 ./c^ sn 2 a — i — k ^) 


sn*a — 2{i k^) sn^a -+- 1 ’ 

on voit d’abord qu’on aura, en developpant en serie, 


/), q etant des constantes. Cela ^tant, nous developperons aiissi \ 
suivant les puissances croissantes de e, au moyen de [’expression 


X = 


snto cn u) dn to cnedne 


sn^tz — sn^to sns i — sn^ ( a -I- zj ) sn-s 


Or, ayant 


on £ d n £ I I -T- /r- 


I — k- sn^(a -h 't) ) sn^ e 


sne £ 3 

— I -+■ k^ s n “ ct £" — t— • • • , 


on en conclut 


X = — \- ( k^ sn^a 


I A-2 


3 


Employons maintenant I’^quation 
0 '( t K '-k e) _ H'(e) i-it I iTz 


1 -1- k ^ \ 


£ -h . . . ; 


0(tK'-+-£) H (e) ?.K “ e aK ' \, K : 

nous obtenons cette expression, qui est finie, pour £ = o, a savoii 


^ ©'(iK'+e) ZTt 

~ 0 (tK'-{-£) "" TK 


k^ sn^a 


K 


Enfin, je remplace, dans la solution de I’^quation dilT^renticlIc 
la quantity H (a; -t- i'K + e) par 


il viendra ainsi 


■ X -•n 7 ( 2 a- + 2 £ + ;K') 

z 0 (a 7 -(-E)e 


HU + to) ^.^^ 0(37 H- E)e»-£ 


©(a?) 


©(a?) 


il saffira done de remplacer la constante arbitraire C par-, pour 
la limit6 clierchdej lorscju on pose e = o. Nous trouvons ainsi 



e 


X 


[ 


0 ( a? H- e ) 
0 ( 1 ^) 



e{x) 



k- ( sn-a — sn^ar), 


on la constante sn-a est ddterminee par I’^quation 
3/c2 sn** a — 2(n- /c^) sn^a -|- i = o. 

Ces deux solutions de r(5quation differentielle, rdunies a celles 
qui ont dtd obtenues pr^eddemment, completent I’ensemble des 
cinq solutions de Lamd, qui sont des fonctions doublement perio- 
diques, ces deux derni^res ayant, coinme on voit, la p^riodicite 
de sn^a?. 


XLI. 

La thdorie du pendule conique ou du mouvement d’un point 
pesant sur une sphere conduit k une application immediate de 
Fdquation qui vient de nousloccuper. C’est M. Tissot qui a le pre- 
mier traits cette question importante, par une analyse semblable 
celle de Jacobi dans le probl^me de la rotation, et donn^ expli- 
citement, en fonction du temps, les coordonnees du point mobile 
{Thkse de Mdcaniqiie^ Journal de M. Liouville^ t. XVIl, p. 88). 
En suivant une autre marche, nous trouvons une autre forme ana- 
lytique de la solution que j’ai indiquee, sans demonstration, dans 
une Lettre adress^e k M. H. Gylddn et publiee dans le Journal 
de Borchardt, t. LXXXV, p. add. Ces rdsultats s’etablissent de 
la maniere suivante. 

Solent a?, y, z les coordonnees rectangulaires d’un point pesant, 
assujetti ^ res ter sur une sphere de rayon egal a I’unite ; les equa- 
tions du mouvement, si I’on designe par^ lapesanteuretNlaforce 



Elies donnent d’aborcl, comme on sail, en designant par c et 
constanles, 


die 
dt j 



c), 


dx dy , 

y ^ -i- = 

dt dt 


des 


Cela etant, j’emploie la combinaison suivante, 


, . f dx .dyX dx dy ./ dx dy\ dz 


et je remarque que le carre du module du premier membre, 


s’exprime par 



de sorte qu’on obtient, en I’egalant au carr6 du module du secoiul 
membre, 


ou bien 




2g{z-hc) 




2g(z H- c) (I ~ z^ ) — l^. 


La variable z etant d^termin^e par cette relation, une premiert* 
metbode pour obtenir les deux autres coordonn^es consiste a di- 


(') liraite de Mecanique de Poisson, t. I, p. 386. 





_ iit) 

dt dt } 


dt 

x^-T- = I — z'^. 


dz 

Z — r- -H ii, 


On obtient facilement ainsi les expressions qui conduisent aux 
resultats de M. Tissot, a savoir 

J z clz - ildt 


X — I y e 

puis, en changeant i en — 

X iy = e 




Mais j’op^rerai din'^reinment ; je d^duls d’abord des equations dif- 
ferentielles, et les ajoutant apr^s les avoir multiplides respective- 
inent par x, y, z, 


d^x 

'd^ 


y d~z 


puis de I’^quation de la sphere, din'dreniiee deux fois. 


d'^x d^y 


d^-z 

~dF 


dt) 


dyy 

'it) ■ 


dt) 


■. — 'Xg{z •+■ c). 


Nous avons done 
et, par consequent. 


N = ^•(3^ ■+■ 2c), 


d^{x - 4 - iy) . 

= — g(lz -^xc){x ^iy)\ 

or on est ainsi amend I’dquation de Lamd, dans le cas de n = 2, 
comme nous allons le voir. 

Formons pour cela I’expression de z, et soil cet elFet 

2g(Z-\- C) (l ~ Z^-) — ~ — ‘Jig(z — CC) (Z — P)(5— y), 

ce qui donne les relations suivanles : 

a -H p -I- Y = — c, 

ap H- Py -I- ~ ’‘j ■ 

n 

aSv = c 




X’WtJ X I. j^lAX X V-l t V,/ '-z X V X v-l. C. g I- C* A -L VI V* 1.1. J 

live, (3 positive ou negative, et toutes deux moindi 
absolue que I’unite, tandis que y sera ndgative et 
I’unite en valeur absolue. Soient done 


on aura 



a — Y 

tt fhi^t ^0 ^ ? 


z = a — (a — P)sn2(t6^ 


^0 etant une constante et le coefficient n etant pris ] 
Introduisons maintenant la variable u dans I’equati 
ordre; elle deviendra 


D;-j(a;- H- ij)^) = ^ [3(a ~ p) sn- u — 3a — • 2 c](a?- 
et, en simplifiant, 

-+• iy) — sn2 u — 1 - — of ^ y ^ ^ 

C’est done I’equation de Lame dont nous avons d 
tion complete an mojen de deux fonctions dotiblemer 
de seconde espece a multiplicateurs rdciprocjues . Oi 
ces fonctions doit figurer dans I’expression de .r-l- 
montre la formule obtenue tout a I’heure 


X ■+■ i y = e 


-I- 


ds -I-// clt 
1— 


par consequent, nous pouvons immddiatement dcrire 


X iy = 


CD„ 


Ii(a -I- >^) [^- 
0(a) ^ 


©'(0)1 -] 

©( to ) J “ 


ou, sous une autre forme, en modifiantla constante j 


X -\-iy — AD, 


H^(o)H(a-t-co) [^■ 


©'(W)-] 

0 ( 0)1 J " 


0 (w) 0 ( a) 


maintenant il nous faut determiner cette constante. 
quantites u) et X. 


XLII. 


En posant la condition 

6 sn2 a — 4 — 4 = — a - ^ 


Y 


et employant I’expression du module A - = ~ — ^ 




11 , 

, on trouve d’abord 


De la se tirent ensuite, apres quelqiies reductions faciles ou I’on 
fera usage de la relation 

aP -h Py Y“ = ^ 


les formules siiivantes, 


sn- w = — 


on®(o = 4 - 


cln^to = -+• 


X* = 


ai(p-hY) 
a- p ’ 

P’H a ■+• Y ) 

Y’^Ca -t- p) 

) 

a- Y 

(a-i-P)(P-)-Y)(Y 

a-Y 


Cela etant, nous reinarquerons en premier lieu que, d’apres les 
limites entre lesquelles sont comprises les quantites a, (3, on 
obtientpour sn-w et dn-w des valeurs positives^ tandis que cn-io 
est negatif. 11 en rdsulte que sn-to est plus grand que I’unite et 
moindre que^j de sorte qu’on doit supposer 

w = ±: K -h lu, 


« 


o etant reel et donne par ces expressions 


sn® ( u , A' ) = 


a2^^2_ j32)’ 


cn^ (u, A') 


a2(p2_ Y^)’ 


valeur de 'k- de cette maniere 


X2 = — H- P)(pH- Y) (y -+- «) 


d’ou Toil conclut facilement 


/*== — 


4/l2 


Les constantes (o et X se trouvent ainsi d^terminees, mais seiile- 
ment au signe pres, et deux autres relations sont encore neces- 
saires pour lever toute ambiguite. La premiere rdsulte d’abord de 
la condition qui a ete donnee pour la solution generale de I’equa- 
tion de Lamd, a savoir 

^ sn w cn (D dn to 
sn^a — sn^ to ’ 


et Ton en tire immediatement 


X = 


(a — P) sn (o c.n to dn to 

W( 


Nous obtiendrons tout ^ I’heure la seconde comme consequence 
de I’dquation considdrde plus haul, 


{x -H iy) 


/ dx . d y \ 
\ ^ dt ) 


(U 

dt 


— i” d , 


Mals void d’abord la determination de la constaute A. qui cntre 
dans la formule 


X -\-iy — AD„ 


H'foiHfff-f-to 

0(to)0{«} 





Soil, pour abreger, 




r- 0'(co) 1 

i-r(o)H(»H-to) 

0(to} 0(u) 


Designons par F, (m) ce que devient cette fonction lorsqu’on 
change i en — i, et par A, la quantile conjuguee de A, de sortc 
qu’o 

X i y = k. F' ( M ), 

X — iv =. K, V. ( 


a?- -4-jK^ = AAi F'ui) Fi( i*)- 


Nous supposerons f£ = o, ce qui donne :; = a, dans I’eqivation. 
X- -+-y--\-z- = I ; il vienclra ainsi 

AAi F'(o) F't (o) = f — a-, 

ou encoi'e, au moyen de la condition a^H- 3y + Ya = — 

A A , F' ( o) F' (o) = - f a + P) ( a -t- Y). 

J’emploie maintenant, pour y faire w = o, la relation 

F'(tY.) _ ir(£4-+-to) Q'(u) e'fo)) 

F («i) ri(«-t-to) B(ii) 0 (w) ’ 


on en tire d’abord 

F'(o) _ cnw dn w 
F (o) snw 


puis, au moyen de la valeur donnde prdc^demment de 


F'(o) cncoclnto 
F (o) ~ snco 


a — 6 , cn u) dn o) 

— ;r-!-sn to onto dno) = 

apY 


5t — ^ 


sn^to 


> 


et enfin 


F'(o) cntodnio 
F (o) ~ Py so w * 


comme consequence de la formule 


sn^ to = — 


-+- y). 

a-P ^ 


mais I’expression de F (ii) donne immediatement 

IJ'(o)H(to) 


F(o) = ^ 


= k sn to, 


0'{o) 0(to) 

et nous en concluons I’expression cherchee, ^ savoir 


F'(o) 


k onto dnto 

Py 


Ghangeons enfin i en — i] la Constance to = zh K. -f- 1 u deviendra 



OIIWJ — auWj t;uuj UUtU =: (JIIOIUIUU, 

et par suite 

F'(o)F' (o) = cn^b) dn^co (g-t- (^)(a-f-Y) ^ 

1 fl^Y- (a — Y)- 

De cette expression nous lirons 

AA, = (a — Y)^ 

de sorte qu’on peut ^crire 

A =:(a — Y)e'?, 


'f designant un angle arbitraire. 

Ce point etabli, je reprends I’^quation 


(x-hiy) ^ 


/ dx’ . dy 


dt 


dt 


dt 


-1- il ) 


qui devient, si Ton introduir, au lieu de la variable 




f dx 


dv 


du ^ dll 


dz il 

dll n ' 


etj’yfais « = o. En retnarquant qu’alors^s’dvanouit, on troiive 


dll 


(«-r)>F'(o)F;(o)= ‘i. 


ce qui nous mene a chercher la valeur de F'[(o). Pour cela, je 
deduis de la relation employee tout ^ I’heure 

F ( ) FI ( u -t- (i> ) & ill) ©q 10 ) - 

F(a) H(tt-t-io) ©(«) 0(tjo)~*~ 


la suivante : 


P'Hu) . ^ 

F (u) F- (it) sn*( it -Hio) 

et j’en tire d’abord 

F" ( o ) F'^(o) I ^ cn^ to dn® co i 

F (o) F^ (o) sn'^io S^Yasn^io sn^w^ 


pour F (o), 


F"(o) = 


2/f sn CO 


a(a - y) 

Cette expression restant la meme lorsqu’on change « en — 
nous pouvons ecrire 

aXrsnto 

et, comme on a trouv^ 

/con (0 (I n 10 
— ’ 


F'(o; 


nous en concluons 


F'(o)F'[(o) = 


2/c^ sn CO on to rliuo 


apY(a— Y) 

et, en employant la valeur de /c-, I’eqnation sulvante, 

o.( ct — 2 i 1 «n to o.ii (0 (In to il 


(a — F'(()) F';(o) 


afiY 


Si on la rapproche maintenant de la relation ddja donn^e 

^ fa — P ) sn to cn to d n to 

A = — , 


on trouve imm^diatement 


ii. 

'in' 


c’est le rdsultat que j’ai principalement en vue d’oblenir, afin 
d’avoir la determination precise de la constante "k, qui n’etait 
encore conniie qu’au signe pres. 

En dernier lieu, et h regard de w, on remarquera que la fonc- 
tion F(a) change seulement de signe ou se reproduit quand on 
met tu 4- 2K et w + 2iK.' ci la place de to. Et comme on peut obtenir 
un tel changement de signe pour la valeur de 27-+- iy, en rempla- 
Qant cp par cp + Tc dans 1 ’ argument du facteur constant A, il en 
resulte qu’il estpermisde faii’eo) = K.H-iU, aulieude io = ±:KH-m, 
et de determiner une valeur de u, comprise entre — K' et -H R'. 

Or, de la relation 




tile enlre lesquelles il reste a choisir. C’est a quoi I on parvienl 
au moyen de la condition 

il {a — p ) sn w cn w dn to 

in~~ apY 


qui prend, si I’on y fait to = K + fo, la forme suivante, 

I __ (g — sn (u, /i) cn(u, /c') ^ 

in g^Y dn“(u, A’') ’ 


or, Y ^tant ndgatif, on voit ainsi que u aura le signe de I ou ini 
signe contraire, suivant que la racine moyenne [3 sera positive on 
negative. Dans le cas de p = c), on a done 


et, par suite, 


to = K 


iju 

F(it) = /: D„ e-" cn ii : 


c’est un exemple de ces functions particulieres de seconde esp6ce 
qui ont (^t 4 consider^es parM. Mittag-Leffler dans un article inti- 
tule Sur les fonctions doubtement pdi'iodir/iies de seconde espece 
(Comptes rendus, t. XC, p. 177). 


XLIII. 


Je terminerai par une remarque sur I’equalion 

il 0'(to) 

/I 0 f to ) ” 


qui exprime que les coordonnees x et y/ se reproduisent, sauf le 
signe, lorsqu’on change u en -h 2K. Soit to = K + fu et posons 


?:n(u) 


il 0'( K - 4 - to) _ 
n 0 (K-i-iu)^ 


cette function n(u), evidemment redle, finie et continue pour 
toute valeur rdelle de u, a pour derive I’expression 


J < A-2K, 


comme consequence des formules 



dx 

/( I — a 2 j ( I — k^x-) 



Ic^x^ dx 

/( I — x-){\ — k-x^) 


et Ton sail d’ailleurs que sn-(K-i-iu) est superieur a I’linite. La 
fonclion 11 (v), etant decroissanle, ne pent s’evanouir qii’une fois; 
or on a, en designant par a tin nombre entier, 

0 '( K - 1 - aiaK') tctir 

0 (K ataK') ~ K ’ 

et par consequent 

lI(o)=-, n(aal<')= — • 

n ii \k 


Nous etablissons ainsi Fexistence d’une racine, puisqu’on pent 
disposer de a de maniere qwe^ — ^ soit de signe contraire a-- 

Mais c’est en determinant les quantiles c et / qti’il serait surlout 
important d’obtenir les cas ou le mouvementdu pendule est perio- 
dique, ces constantes representant les elements esse n dels de la 
question. N’ajant pu surmouler les difficultes qui s’offrent alors, je 
me borne k donner de I’equalion precedente tine transforraee ou 
ces constantes se trouvent plus explicitement en evidence. Soit, 
cet effet, 

R(.3) = — 


on aura, en premier lieu, 



n dz 



n(a — z) dz 
(a — y)/R(.s) 


on trouvera ensuite 


(a — P) sn^o) = — a^y, 


d’ou 


-1 


II dz 




/c* sn^ X dx = I 

a 


n(ct — z) dz 


| 3 y(“ — T) \/R(^) 


OEUVUKS DE CHARI.ES HERMITE. 


390 

parties, J’une de — a^Y a et I’a litre de ^ a a, ] ’equation se pri 
sentera, apres une reduction facile, sous la forme suivante : 

dz z fiz dz dz z dz 

Jjp \/l^ Jp V/KU) /— R(^J Jp 

La question qui vient d’etre traitee terinine les applications a 
Mecanique que j’ai annonc^es au commencement de ce travail, 
j’arrive maintenant, pour la considerer dans toute sa g^neralile, 
I’equatlon 

D1-JK= [rt(n-f-i)/v2sii2j"-H/i]jK, 

dont la solution n’a encore dtd obtenue que pour /i = 1 et n~ 
Au moyen des mdlhodes de M. Fuchs, permettant de reconnail 
que I’integrale est une function uniforme de la variable, et de I’iii 
portante proposition de M. Picard, que cette intdgrale est des In 
une fonction doublementperiodique de seconde espece, la solutit 
de I’^quation de Lamd est donnee directement par I’applicatii 
de principes generaux s’appliquant aiix equations lincaircs d’l 
ordre quelconque. J’exposerai neanmoins une mdthode indepe 
dante de ces principes; je m’attacherai ensuite, et ce sera nu 
principal but, a la question difficile de la determination, sous fori 
entierement expllcite, des elements de la solution. La consider 
liondu d^veloppement en serie, qu’on tire de I’equation propos 
lorsqu’on suppose a"— fK'-h-s, aura, dans ce qui va suivre, u 
grande importance; void, en premier lieu, comment on I’oljtiei 


XLIV. 

Soit, pour abr^ger, 

J ' 

— T" = -r -f- So-1- Si £-■+-••• -+- 
sri-e e* “ ‘ 

les expressions des premiers coefficients ^tant 

I 4- k - 


Sq — 


3 


en posanl 

1 Jl, ll! 

g/t ^ -2 £/i-2£ ^ 

La substitution donne en effet les conditions 

(/i— I ) (71 — 'ji)/ii= h -t- /i(/i 4- 1) ( /ii-t- So), 

( 71 — 3) f 77. — \)Ih— Mh 4- 7l(7l 4- I) ( /ii-h So III -H -^l), 


et nous allons voir qu’elles d^terininent de proclie en proche les 
coefficients A|, /ij, — Mellons-les d’abord sons une forme plus 
simple; en ^liminant la qiiantit (5 h au mojen de la premifme, on 
aura, apres une r(^duction facile, 

i{'xn — ii-\-i)hi—{'in — \)hiht -\ — in{si hi-i 4- s^ /i.,_a4-. . .4- ), 


ou j’ai ^crit, pour abrdg'er, 4 - 1 ) = 2 ni. 

Or, le facieur 2/^ — 2f-i- i ne pouvant jamais elre nul, on voit 
que le coefficient de rang quelconque he s’obtient au moycn des 
pr^c^dents, A/_(, /it-a? En particulier, on trouve 

^ _ (2/1 — i)/if msi 

* n — 3 ) 2(2/1 — 3 

}i _ — 0*^1? /n(6n — 7 ).vi/t| mss 

* 6 ( 2/1 — 3) (an — 5) 6 ( 2/1 — 3)(277 — 5) 3 (an — 5) 


Ce premier d^veloppement obtenu, nous en concluons immd- 
diatement un second. EUectivement, le coefficient n(n-hi) ne 
change pas si I’on remplace n par — (n + 1), de sorte qu’en d^si- 
gnant par /i\, h!^, . . . ce que deviennent /^^, Aa, . . . par ce change- 
ment, F^quation diffdrentielle sera de inline satisfaite en prenant 


y = e't+i -H h\ -h Aj 4- . . . , 

OU bien 

y = e«+i (i -f- h\ e* 4 - + , . .). 


Je remarque enfin qu’en substituant dans I’expression 


n, 

e«-2 


tons les termes en • • • > ^- — 2 disparaissent, de sorte qiie 

le resultat ordoane suivant les puissances croissantes de e com- 
mence par un terme en concUit qu’en supposanL ti 

pair et egal a av, on bien /i = 2 v — i , on n’aura aucun terme en-^j 
si Ton prend dans le premier cas 


I 



Jh_ 

£■> 7-2 





et dans le second 

y 


I hi 

£ 27-1 £ 27-3 


/iv_i 


£ 


AyS. 


Ce point etabli, nous obtenons facilement, comme on va le voir, la 
solution generale de I’equation de Lam6. 


XLV. 


Je considere I’^lement simple des fonctions doublement perio- 
diques de seconde espece, en le prenant sous la forme suivante, 

/(x) = 'K') 

oil Ton a, comme au paragrapbe V, 

Q'lw) .... 'irw 

H (0)H(a7-l-0)) 2K 

Le residu qui correspond an p61e unique a: = iK.' sera ainsi 
^gal a I’unit^, et nous pourrons ^crire 

Cela pose, je dis que les expressions 
=- 


r(2V — 2) 
'r(,..-,) +'*' r(Iv-l) 


-V- Ay— 1 y(®) 



tlon difi'erentielle en determinant convenablement les constanles 
to et 

Pour le demontrer, je remarque que, si I’on pose x = H- e, 
les parties principales de leurs d^veloppements proviendront du 
seul terme qui entre dans + e), et seront, par consequent, 


1 


£ 2 V -2 




fh 


et 


1 A I Av-i 

e’iv-i ^ £-<v -3 £ 


Disposons mainlenant de to et X, de telle sorte que dans le pre- 
mier cas le terme constant soit 6gal a Ay et le coefficient de e, dans 
]e suivant, dgal a zero; nous poserons pour cela les conditions 

I’lsv— I A I Mjy—j -t- Aj Hjv—g -I- ■ . • -H Ay— 1 H 1 -+- Ay = o, 

2 V I by ■+" ( 2 V — 1 ) Ai H jy _2 ( 2 V — 4 ) Aj Hjy— .v-t- . . . H- 2 Ay— i Ha = 0. 

Et semblablement, dans le second cas, faisons en sorte que le terme 
constant soit nul et le coefficient de e (§gal a Ay, en dcrivant 

Hjy— 2 H- A 1 lljy—ii. -h Aa Hay-O -H . . . H- Ay _1 Hq = 0 , 

( 2 V — I ) IJsv— 1 ”t~ ( 2 V — 3 ) hi llav— 3 . -+- Ay— j II 1 — Ay = 0. 


On a done ces deux d^veloppements, a savoir : 


Ay- I 


F(tK'-HE)= — -I- -H . . . H- -h Ay -H 


pms 


TT / * 1 ^/ \ ^ 1 1 

iqtK H-e) = + Ays + , 


il en r^sulte que les deux fonctions doublement pdriodiques de 
seconde esp^ce 

D|.F(^) — [/z(/iH-i)/c2sn2a?-i-A]F(^), 

6tant finies pour x ~ /K', sont par cons(§quent nulles. Nous avons 
ainsidt^montrd quel’dquation se trouve v^rifi^e enfaisanty = F(a:), 
de sorte que I’expression 

y = GF(x) + C'F(-x) 



XL VI. 


La question qui s’offre mainLenant est d’ohtenir oo et)v au moven 
des relations prec6dentes, qui sonl algebriques en sn. to et)'.. Or, 
on est de la sorte amene a lin probleme d’Algcbre ,dont la diffi- 
culte se raontre au premier coup d’oeil et resulte de la complication 
des coefficients Hq, H,, .... 

Revenons, en effet, au d^veloppement ddja donne paragraphe V, 
a savoir : 




oil I’on a 


Q = k- sn- CO 


I + ki 

3 ' 


iii = k^ snco cn w dn to, 

Q, = to- 

Lii = A-2 sn to cn to dn to ( k^ sn® 


" — ‘i'i,k~ -+- 7 


4> 


I -t- A-2 
3 


Les coefficients Ho, H, , ... resultant de I’identitd 


H (j -f- H I £ -f- . 


X2£® 




■) 


seront 

lio=l, 

Hi = — ^)) 

H2=t.(X3— 3QX — iQi), 

H 3 = it(X*— 6 QX’-— 8 QiX — 3Q2), 


et I’on voit que, H/j etant du degrd n 1 en X, I’une de nos deux 
equations est, par rapport ^ cette quantity, du degrd n, et la 
seconde du degr6 n + 1 . A I’^gard de snto, une nouvelle compli- 
cation se prdsente en raison du facteur irrationnel cnco dnto, qui 



comme des coordonndes, en se plagant au point de vue de la 
Geometrie, on verra aisement cfue les courbes repr<5sentees par 
nos deux dquations n’ont aiicun point d’interseclion independaut 
de la conslanLe h qui entre sous forme I'ationnelle et enliere dans 
les coefficients. II n’est done pas possible d’emplojer les m^tliodes 
si simples de Clebscli et de Cbaslcs qui permettentde reconnaitre, 
u priori et sans calcul, que les points d’un lieu geom^trique se 
ddterminent individuellement en function dbin parametre. Le cas 
de n = 3, qui sera Iraitd tout a I’heiire, fera loir en effet que les 
intersections des deux courbes se trouvent, a I’exception d’une 
seule, rejetdes k I’infini. Mats, avant d’y arriver, je ferai encore 
cette remarque, qu’on pent joindre aiix equalions deja obtenues 
une infinite d’autres, dont voici I’origine. 

Nous avons vu au paragrapbe XLIV que I’equation de Lame 
donne, en faisant .s: =: iK'-f- e, ces deux (levelopjieinents, a 
savoir : 

1 h 1 hi 

_|_ __ -h . . . , 

y = -h h\ /tj H- . , . . 


II en rdsulte que, si I’on pose de indine x — /K.' -f- z dans la solu- 
tion rcprdsenlde par F(:r), nous aurons, en ddsignant par G line 
conslante dont on obtiendra bientot la valeur, 


F(fK'-i-0= 4 


hi 

cn—k 


-+- C ( s'*"''* -+- h\ E'‘+'' -r- h'^ -T- . . . ). 


On pent done identifier ce ddveloppoment avec celui que donnent 
I’une on I’autre des deux formules 


F(^)=- 


r(2v} ' r(2v — 2) 




F(a7) = •+• 


r ( 2 V — I ) 


-t- h^ 


DS'-‘/(^) 

r(2v — 3} 


. . + Ay .-l 


lorsqii’on pose x =: i K! ■+■ z. Bornons-nous, pour abrdger, au cas 
de n = 2 v,et reprdsentons la partie qui proedde, siilvant les puis- 
sances positives de e, par 



Nous aurons done, pour i = i , 3, 5, . . . , 2 v — i , Jes equations 

o; 

on trouvera ensuite, pour les valeurs paires de I’indice, 

* ■^21= 

et enfin, pour les valeurs impaires superieiires a 2 v — i , 

•^2f+2V+l “ ^ 

Telles sont les relations, en nombre illimit^, qui doivent toules 
resulter des deux que nous avons donn^es en premier lieu, a 
savoir : 

■^1 = 0, ■^o = j 

on est amene ainsi a se demander si leurs premiers membres, 
^i) — /i/+v) ^ 2 i+ 2 v+i — C/i'. , ne s’exprimeraient point, sous 

forme rationnelle et entiere, par les fonclions et 
Mais je laisserai entierement de cot^ cette question difficile, et 
j’arrive iminediateinent a la resolution des Equations relatives au 
cas de n = 3. 


XLVIL 

Ges equations ont ^te donn^es au para^raphe XXXVIII, et sont 

Ho + /i, Ho = 0, 

3 Hj-i- AjHi = h^. 

Sir on met en evidence les quantitds Q, et qu’on fasse A) 
ce qui donne 




ja V ^ 


I vy'ua xxx.\^xxui L\^a ^ a 

Q2 Qg f\$\^ 

£^£^2 ““ O j £2 5 j — h* ^2 1 

et je remarque qu’on en tire, par I’dlimination de Q, el Qo, deux 
Equations du second degrd en Q. Mais il convient d’inlroduire H4 
au lieu de ft; en faisanl alors, pour un moment, 

a = I — k^-\- /f'% 
b — 'i. — 3 A'^ — 3 A '► -i- '2 A“, 


ces relations seront 


36 Mf — la ni| -+- 36 ^ X2-j- — '\a — o, 

72 Z Ilf — 6 ( 5 /^ — «)Ui -f- 72 Z.) = 0, 

Eliminons ; elles donnenl immddiatement 

10 Z3 — %al. — h 


III 




nous olttenons ensuite 


X2 = — 


4 ( /^ — r 1 1 Z'‘ — gaZ — b 


3 ()Z(Z=!— a)2 
9 (Z) 


ou bien 

— , 

36Z( Z2 — a)- 

si Ton pose, pour abrdg-er, 

(p( Z) = i25Z'5 — 210 al ^ — 22 bl^-+- 93 a* Z^H- 18 aAZ -h b ^ — 4 
soil encore 

.ii(Z) == 5Z6-t-6aZ^— ioiZ3— 3a2Z2-i-6a6/-i-62_4a3 
= cp(Z) — i 2 Z(Z* — a)(ioZ3 — 8 aZ — A); 

de la relation — 2 Hi = ft on conclura 

I -h A2 i}/ ( Z ) 


£2 = A^ sn* 0) 


36 Z(Z 2 — a )2 


ae LZi exprimee en ei a, par cetie lormuie, 
2 Q, = (X 2 — 3 Q + 30 a; 

faisaiit done 


— 6«Z*h- 4 — 3 a® — b^~\- 4 ^2, 


nous parvenons encore a la relation 


<2, = sn (0 cn to dn to = — 


361 ( 1 ^— a)^-' 


Le si^iie de \ se trouve ainsi ddtermin^ par celiii de to, eL la 
solution complete de I’equation de Lamd dans le cas de /i = 3 
est obtenue sans aucune ambiguitd an moyen de la fonction 


i. gL 

0 ( 3 ^) 


©(to) J '* _ 


On n’a loutefois pas mis en evidence dans les formules prdc(2- 
dentes les valeurs de la constanle / qui donnent les solutions 
doublement pdriodiques, on les fonclions particulieres de seconde 
espece de M. Mittag-Leffler, comine nous I’avons fait dans le cas 
de n = 2. 

Void, dans ce but, les nouvelles expressions qu’on en cldduiu 
Posons, en premier lieu, 

P= 5/2 -2(1+ 3(1 — 4 - 2)0 

Q = 5/2_2(i_2X:2)/__3, 

R = 5 /^ — 2(42— 2) / — 34-0 
S = 36/, 


et, d’autre part, 

A = / 2 _(i_^ A: 2 )/ — 342, 

B = /2 — (1 _ 242 )/ H- 3(42 — 4''-)i 
G = /2_ (42—2) /_3(i — 42), 

D = /2 — I -)- 42 — 4' ; 


X 2 = — 


PQR 
SD 2 ’ 


42 sri 2 to = — 


PA 2 

802 


42 cn 2 o) 


QB 2 
8 D 2 ’ 


dn2a) = -4- 


RC 2 


sn-i ' 


on aura 


SUR QUELQUES APPLICATIONS DES EONCTIONS ELLIPTIQUES. Sgg 

et enfin, pour eLablir la correspondance des signes entre co et X, 

1 ’equation 


sn to cn to dn (0 = — 


ABCX 

SD* 


Cela etant, ce sont les conditions P=:o, Q = o, R = o, S — o 
qui donnent les solutions doublement pdriodiques, au oombre de 
sept, tandis qu’on obtient les fonctions de M, Mittag-Lefller en 
posant A=o, B = o,C = o, D = o. Mais je laisse de c6td I’dtiide 
detaillee de ces formules, en me bornant ^ la remarque suivante, 
sur laqiielle je reviendrai plus tard. Exprimons les quantites 
/r-sn-to, A'-cii-o), dn-co, en partant de [’Equation 


k^ sn^ to 


i-t- A:- 'KO 

3 “ - 66 1 ( 1 ^— a)2 ’ 


de ceLte nouvelle maniere, a savoir : 


/c’- sa^to = 

36 A 

dn2(o = 

36t!(/2_rt)2 

On conclura facilement de I’dgaliid 

/c* sii2 to cn2 oj dll* to = — p 0 — 
[36/(/2— a)2]3 

la relation que voici : 

— 3. ia2«Z2(/2 — aP t}^(/)4- I236P(_/2 — <a!)6=: 

Or elle conduit h. cette consequence, qu’en posant 


y 


= '1^(0 


on a 


XLvm. 


La methode generale que je vais exposer maintenant pour la 
determination des constantes w et X repose principalement sur la 
consideration du prodiiit des solutions de I’eqiiation de Lamd, qiii 
viennent d’etre'^representees par F(a;) etF( — x). Et, d’abord, on 
rein arqu era que, ay ant 

F(a?-i -2 K) = |Jt. F(a7), 

F (.r -f- 2 iK') = [jl' F(a7) 

et, par suite, 

F(-x-o. K) = - F(— rr), 

F( — a? — 2 iK') — ^ F ( — 37), 

ce produit est une function doublement perlodique de premiere 
espece, qui a pour pole unique a; = /Kb Voici, en consequence, 
comment s’obtient son expression sons forme entierement expli- 
cite. 

Soil 

<F(a7) = (— F(a?) F(— .r), 

le facteur [jl' ayant ete introduit pour pouvoir ecrire 

^{iK'+ e) = (- 0" [jl' F(iK'+ e) F(— iK' — e) 

= (—!)« F(tK'-)-£)F( iK'-.E). 

Gela etanl et posant, pour abreger, 



Si = G ( -+- h\ ert+6 

nous aurons 

FriK'-+-e) = S-hSi, 

F(iK'-e) = (-i)«(S-S,), 

d’oii, par consequent, 

‘t>(,jK'-+-e) = S2— S|. 

On voit ainsi que la partie principale de developpement suivaiiL 

1^ — Ca 


rxiTi 


que noas ne counaissons pas encore. Faisons done 

A A 2 


S2: 


I 


£2/4 -2 


les coefficients A( , Ao, ... seront 


£- 


A, = a/ll, 

A 2 = 2 /I 2 -h h \ , 

Aj = 2 /13 -+- 2 /ij /12 , 


et I’on en concluL que, hi ^tant uii poljnome de degre i en /i,, il 
en est de meme, en gdnt^ral, pour un coefficient de rang quel- 
concpie Aj. Maintenant I’expression cherchee ddcoulc delafornnile 
de decomposition en elements simples, qui a die donnee an para- 
graplie 11. Nous obtenons ainsi 




<t(a7) = — 


r6’(,,,-n 

D2"-') 

rB'(.r)' 

DS//-S 


1 B (.r) 

A. .. 

B (X) 

--A, ... 

B ( .r ) 


I’ {-ill) 


A.-iD, 


a — 2 ) 
e'(.T ) 

W {X) 


r(2/i — .j ) 


- 4 - const. 


La relation elemeniaire 


D 


JC 


Q'(x) _ 2. 
& (x) K 




donnera ensiiite, sous tine autre forme, en designaiit par A une 
noLivelle constante, 




sn2.r) 

riUT) 


f)2/(-4('/f2 sn5.r ) 

-t- Ai — jr? 

1 (an — 2 ) 

■+■ A„_i (k^ sn^a;) + A. 


D2//.-c(/(-2 sn2a;) 

r ( 2 n — 4 ) 


Pour la determiner, nous emploierons, en outre de la partie |)rin- 
cipale de la serie S-, le terme independant de e, cj[ui sera designe 
par A;i. En deduisant ce meme terme de I’expression de < 1 ^( 07 ), et 
se rappelant qu’on a fait 


1 

o.n — I 


A — Art — Art— 1^0 — A/j— 2 "g — • • • — Ai 

Beaucoup d’autres expressions s’obtiennent par un procedd 
semblable en foncdon lindaire de derivees successives de /r^su-a;, 
celles-ci; par exemple, 

D5F(:r)D|F(-:r), 

que je vais considerer dans le cas particuHer de a = i , j3 — i . 

Soil alors 

{x) = ( — [ji' F'(^) F'( — ar), 

et ddsignons par S' et S', les derivees par rapport a e des series S 
et St, de sorte qn’on ait 

F'(iK'-f-£) = S'H- S' , 

F'(£K'-£^ = f- S',). 

De la relation 


$,(i:K'-he) = {-!/'+' F'(nc-f- o F'(iK'— $), 


on conclura cette expression, savoir : 

ct>i(tK'-he) = S'^— S', 2. 
Faisant done, comme tout a I’heiire, 


S '2 = 



fin 


-H 


B., 

£ 2 / 1-2 



Ibi+l -t- . . . , 


oil le coefficient B,’ est encore un polynoine eii A, de degrd /, nous 
aiirons 


= /i 2 ^ _l_ 13 , ^ > 


Ft -f- 2 ) 


r( 2 n) 


B 0 r -I- . . . rt ( S n " ^ ) -+- B , 

1 (2rt — 2) 


et la constante sera donnee par la forrauJe 


B=:Brt+,-Brt^o-Brt-.^-. 

0 






2n -4- I 



tions F(:r) et F( — x) de I’equation de Lamd, et je pose 

<3^2(37) = ( — fi,'[F(ar) F'(— a;) -1- F'(a 7 ) Ff — a?)]. 

La relation suivanle, qul s’obtient aisement, et dont le second 
ineinbre ne contienl qne des termes eritiers en e, a savoir 

e) = 2 (SS', — S'S!") = 2(2/1 - 1 - l)C 

donne, comme on le voit, la proposition bien conniie que cetle 
fonction est constante; nous allons en obtenir la valeuren la met- 
tant sous la forme 

( 2 ;ih-i)G = v/N, 

que nous garderons df^sormais- 

XLIX. 

J’ observe, k cet effet, que de Fidentitt^ 

( SS' - S, S'l = ( SS'i - S, S' )2 H- ( S* - SL ( - S'2 ) 

on conclut immediatement, entre les fonctions dont il vient d’etre 
question, la relation suivante : 

— ( i K' -|- £ ) = T *'^^2 ( ^ “t" E ) 'I’l ( J K' -I- £ ), 

4 4 

et, par cons^c|uent, 


<[>'s(.r) = N -f- (a/). 


. Elle fait voir qu’en attribuant ^ la variable une valeur particu- 
li^re, en supposant, par exemple, a 7 = o, N s’obtient comme un 
polynome entier en A, du degr^ a/z-l-i, puisque cette quantity 
entre, comme 011 Fa vu, au degr^ n dans et an degrd n H- i 

dans ^>1(37). Ge point ^tabli, nous remarquons que, en posant la 
condition N = 0, le determinant fonctionnel <I‘2(^) 6 St nul, de 

nnf> lo nimfipnt ^ ^ ca r/irliiih nlnrs i nnp nfinstflnhPi.Ttesi- 


ei, par cunsseLjueiiL, 

F( — a?) = ± F(a7). 

Reiiiplacons ensuite x par x + aK et :r + 2 « : le quotient se 

reproduit muliiplie par [jl^ et p.'- ; ainsi il faut poser p.- = i , p.'- = 1 , 
c’est-a-dire pi = zh i , = ± 1 . 

Tja condition N = o determine done les valeurs de A, pour 
lesquelles Pequadon de Lamd est vdrifiee par des fonctions dou- 
blement periodiques. Ce sont ces solutions, auxquelles est attache 
a jamais le nom du grand gdom^tre, et dont les proprietds lui out 
permis de traiter pour la premiere fois le probl^me diCficile de la 
ddterminalion des temperatures d’un ellipsoVde, lorsque I’on donne 
en chaque point la temperature de la surface. Elies s’ofTrent en ce 
moment comme un cas singulier de [’equation difTerentielle, ou 
I’integrale cesse d’etre represenlee par la formule 

7 = GF(.r)4-G'F(— a?) 

et subit un changement de forme analytique. Je me borne a les 
signaler sous ce point de vue, devant bientdt y revenir, et je 
reprends, pour en tirer une nouvelle consequence, I’equation 


7 <J>' 2 (a?) = N -t- «I>(a7) <I>i(a7). 


Introduisons sn -.27 pour variable, en posant sn'^x — t\ on voit 
que et ne contenant que des ddrivdes d’ordre pair de 

sn-.a 7 , deviendront des polynomes entiers en t des degres n et 
/2 + I, que je designerai par n(^) etn)(^). Soit encore 

R(;) — ^(f — t) — k^t); 
la relation considerde prend cette forme 


R(z)n'2(^) = N-Hn{oni(0; 


et voici la remarque, importante pour notre objet, a laquelle elle 
donne lieu. 


Developpons la function rationnelle 


n'(t) 

nit) 


en fraction continue. 



teur est du degre v, dans les deux cas de /i = 2 V et 2 v — i. 
Si on la repr^sente par developpeinent, snivant les puis- 

sances decroissantes de de la dilTdreiice 

n '(0 


11(0 


9(0 — ^( 0 , 


commencera ainsi par iin terme eii'^^j el, en posant 

on voit que, dans le premier cas, 4'(0 polynome de degi‘6 

V — I , et, dans le second, de degrd v — a. Cela ^Lant, je considere 
I’expression suivante, 

NcpMO-RCO'l^nO; 

on trouve d’abord ais^ment, en einployant la relation proposde et 
la valeur de ^(^), qu’elle devient 

n(of— 9^(t)iii(t) -h-A9(0(^(0 ir(0 — o*(0 R(0 n( 0 ], 

et contient, par consequent, en facteur, le polynome n(i). On 
verifie ensuite qu’elle est de degr^ /i -H i en t, dans les deux cas 
de n = 2v et /^ = 2 v — i ; nous pouvons ainsi poser 

N <?2(0 - 

et nous allons voir que to est donnd par la formule 

sn* w = — , 

oil le second membre est une fonction ralionnellc de A. 


L. 

Gonsiddrons dans ce but une nouvelle fonction doublement 
pdriodique ddfinie de la manidre suivante, 

XF(a7) =_ a?) F(a7), 


en faisant toujours 


eL, eii employant l’egalit6, qu’il est facile d’^tablir, 
f{x) /( — x) = — A:2(sn2a^ — sn- lo), 


on parvient a celte relation 


^F(a7) '!'( — x) = ( — i)"''-i/c2(sn2a" — sn^w) <t>(a7), 


dont on va voir I’importance. Formons a cet eflfet I’expression de 
'F(a7) qni s’obtiendra sous forme linealre an moyen des ddrivees 
successives de /t-sn-a;, puisque celte fonclion, comme celles qui 
ont et^ precMemment inlroduites, a pour seul p61e x = i¥J . Nuns 
deduirons pour cela iin developpemenl, sulvant les puissances 
croissantes de e, de [’equation 


'F(iK'+ e) = — /(tK'— 2) F(av'H-e) 

I 


Ho-t-Hje — ( — 


hx 

£"-2 


g/i-i 



d^veloppement que je representerai par la formule 


W(iK'+ £) 


I ao 

g/i+t g/i ^ g^ 1 





en posant 


O.Q — — Ho, aj = Hj, 


et nous observerons immedialement que celte s6rie ne contleul 
point le terme On a effeclivement, pour /? = av, 


2C/i— 1 — H 2 V— 1 ~l“ H 2 V— 3 ~t“ ^2 H 2 V— o /?v -1 1 H~ 


puis, en supposant n — iv — 1 , 

1 — (H. V -2 /ij -t- /ij H 2v— 6 h\ — \ Hfl )• 

Or on voit que, d’apr^s les (Equations obtenues pour la ddleriiii- 
nation de w et I, au paragrapbe XLV, le coefficient a/,_, esl mil 
dans les deux cas. La partie principale du developpemenl de 
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a laquelle nous joincirons le lerme incl(5pendanL de s, 

est done 

I ao , «! a„_5 


rrt g/t—l 


e- 


On en conclut, quand n = av, 


r(Av-Hi) I’C'-iv) 




~f" . . • ~l~ 2t2v— 2 ( sn^ 37 ) H— £X, 


.yy-i 


‘ r(2v — 1) 

la c.onslanle ayant poup valour 

a — ajN; — - 2 •‘>0 — ^2v-4- ~ 

a j,'/ - 

puis, dans le cas de n = av — 1 , 

-2 (/c2 511237) n 2 ^''-“(/c 2 sn 2 a 7 ) 


en posant 


D^'-''(/c2 sn2a7) , 

r ( 9 V T) ’ " " ^ 2 V -3 ( 6112.37 )-+-«, 


*!»y — 

a = a2v-i — a^v-a'^u — s t — • • • — 

a 2 ') — .i 2 'J — I 

Soil maintenant sn-a; = t; les expi'ession.s auxquelles nous venous 
de parvenir prendront celte nouveJie forme, a savoir 

= G(^)-i- /1T(7) G 1 ( ^ ), 

ou G(t) et G, (t) sont des poljnomes eutiers en £ des degr^s v et 
V — I dans le premier cas, v et v — 2 dans le second. Observons 
aussi que, le radical y/R(^) changeant de signe avec 3:, d’aprfes la 
condition 

/H ( ^ = sn 37 cn.r cln.r, 

on aura 

^F(-3;) = G(0-v/i^G,(0; 

nous concluons done de I’l^galitd donm^e plus liaut 



nomes G(^), G|(^), dtant des degres donnes tout a I’lieure, se 
trouvent, a un facteiir constant pr^;s, determines par la condition 
que I’expression 

gh' 0 -R(OG ?(0 

soil divisible par n(^). 11 suflit, par consequent, de nous reporter 
a Pequation obtenue an paragraplie XLIX, a savoir 

N 0^(0 - H(0 = ri(0 {gt - g'), 


pour en conclure le resultat que nous avons annonce 

sn^o) = — • 


Mais nous voyons, de plus, qu’on pent poser 

p [G(0 G,(0] = v/N ®(0 H- \/^ 4^(0, 


,p designant one constaiite. Void maintenant les consequences a 
tirer de cette relation. 

Je supposerai que i’on ait /i = ‘2v; les polynomes o(^) et |»(^), 
dont les coefficients doivent ^ire regardes comme coninis et, si 
I’on veut, exprimes sous forme entiere en/i, seront alors des degrds 
et V — i. Gela ^tant, revenons a la variable primitive en faisant 
I ~ sn-^; on pourra mettre etcp(^) sons la forme sui- 

vante, a savoir 


r('2v i) r(2v — i) 

‘ r(-^,v) r( 2 v — 


Nous aurons done cette expression de la fonction 'F(^), 


r(2v + i) ^ r(2v — I ) 
,/Tv Fa , ,,, D^^-^(/c 2 sn^a?) 

L ■■"T(2v-2r ' 



Oil les constantes a, a', b, b', ... sont determinees lineairC' 
mentpar les coefficients de o(^),et 


SUR QUELQUES APPLICATIONS UES FONCTIONS KLLIPTIQUKS. /jOg 

Op on en ddduit, en faisant x = e et se rappelant qii'on a 

suppose ji — 2 y^ I’dgalite suivanle, 


P 


I a„ 

. r H h 


«1 

£rt-l 


a a 

g // — 1 




b' 


d’ou nous tirons 

p = «, 
pao = ^) v/N', 
pa, = a\ 


Elirainons rinddtei’raiii^e p et remplagons les coefficieuLs ao, 
a,, ... par leurs valeurs du paragraphe L (p. 4o6); on aura ces 
relations 




/V^' 
, 


a 


/l,_H 1(X2— ii) 


a’ 
a ’ 


La premiere donne l’expre.ssion de A, et nous reconnaissons, par 
cette voie, qu’elle ne contient d’autre irrationnalite que \/N. On 
obtiendrait la m^me conclusion dans le cas cle /i=: 2 V — i, et 
c’est le resultat que j’avais principalement en vue d’liiablir, apres 
avoir demontr^ que sn-to est une fonction ration nelle do k. L’elude 
des solutions de Larad qui correspondent aux racines de I’dqua- 
tion N=o nous permetlra, coinme on va le voir, d'aller plus 
loin et d’approfondir davantage la nature de ces expressions de 'k 
et sn^to. 

IJ. 

On a vu au paragraphe XLIX (p. 4o4) que I’intdgrale gdnerale 
de I’equation dilTdrentielle n’est plus reprdsentde, lorsqu’on a 
N = 0 , par la formule 


y = CF(a?)- 4 -G'F(-:r), 
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Suivant les diverses combinaisons des signes de [jl et nous 
pouvons done avoir des soUuions particuli^res de quatre especes, 
caracLerisees par les relations suivantes : 

(I) F(/r ^ 2 K) =- F(a7), F(r -H ‘at K') = + 

(II) F(a:' -I- 2 K) = — F(37), F(.r -+- 2? K') = — F(a?), 

(III) F(a? + aK) =:-H F(.r), F(a7 -h 2 iK') = — F(a7), 

(IV) F(a? -4- aK) = -h F(a?), F(a7 -+- at K') = -+- F (a?). 

Tonies existent en elTet, et les trois premieres, on F(:r) a succes- 
sivement la periodicite de sna:, cn^r, dn^c, s’obtiennent en faisant, 
dans I’expression g’enerale de cetle formule, 'k = conjolnteraent 
avec to = o, (jo = K., cjo — K-F Nous remarquerons, pour I’ela- 
blir, qne, les valeurs de I’element simple 

f\^x) = Hv') ^(a?) 

etant alors /(a?) = A* sna?, ikenx^ tdna;, dans ces trois cas, les 
developpements en sdrie de /(iK'+e) ne contiennent que des 
puissances impaires de £, de sorte que les coefficients ddsignds par 
H/ s’evanouissent tons pour des valeurs paires de I’indice. Des 
deux conditions obtenues au paragrapbe XLV (p. 3g3), pour la 
determination de w et A, a savoir 

Hjv — 1 ■+■ H 2 V- 3 Hjv— 5 ~t- . . . H- h\—\ h\i ~ o, 

2 V + (av — 2)/i'iTl2v2 “H ( 2 V — 4 ) ^^ 2 11 ‘.V i • • • “l" ^ — 1 11 2 ® > 

dans le cas de n = av ; puis, en supposant /z = 2 v — i , 

11 2V — 2 ■+■ 1 II 2 V— 4 “H h‘2 I'bv- 6 “1“ • • • H“ Ay-l Hq — O) 

( 2 V — I ) H 2 V— 1 -|- ( 2 V — • 3)AiH2v— 3'+' - • •“(“ 1 H 1 Av = O j 

on voit ainsi qu’une seiile subsiste et ddtennine la constante /i, 
I’autre etant satisfaite d’elle-meme. 

Mais soil, pour plus de prdcision, 

A sn(iK'-4- £) = ~ + jDiE h-/) 2 £*-+-• • + . . . , 

rl- nr,/ rW , ^ \ — ' , « ^ ^ XT .e2/-l 


I* ^ P'j + hi jPv— I h^ P'j—t ~ 1 ~ • . • “f“ Pi ■+■ h\j^ 

Q = hi 5'v— 1 + hnqsj—^-]r. . , +- /^v-i •+■ 

R. = /’v •+• hi j -f- /?2 /’v— 2 H” . • • “f" ^’i h\j ,’ 

puis, en supposant n = iv — i, 

P = (iv — {'>■'> — 3 ) /)v-i -t- . . .-f- Av-I Pi—hst, 

Q = [<1-1 — (2v — 3 )/ii 5 'v-i . .-f- Av-i qi— K. 

H = ( 2 V — I ) ^'v — 3 ) /j j /’v— 1 "4“ • • . hyf—i t'l — j 

cela (^tant, les equations 

P = o, Q=o, R = o 


delermineront les valeurs particuli^res de h auxquelles corres- 
pondentles trois espfeces de solutions que nous avons consid(5t'4es, 
et I’on voit que dans les deux cas elles sont toutes du degrd v. 

II ne nous reste plus maintenant qu’^ obtenir les solutions de la 
quatri^me esp^ce dont la pdriodicitd est celle de sn-a;, mais elles 
se (l^duisent moins iminddiatementque les prdcdclentes de I’expres- 
sion g'dnerale de F(^); il est ndcessaire, en elFet, de supposer 
alors la constante \ et snw infinis; je donneraien premier lieu une 
mdthode plus directe et plus facile pour y parvenir. 

Soil d’abord n = 2 v; je reinarque que toute solution de T^qua- 
tion difFdrentielle par une fonction doubleinent pi^riodique de pre- 
miere esp^ce r^sulte du ddveioppement 


y = 




Ay— I 


et sera denude par i’expression 


F(^) 


*(/f2 sn*.r) , su''*.'r) 

f(2v) r(2v — 2) 

H- Ay Ay_l So Ay — 2 -4 • . • hi 

o 2 V — i 


Av_.i(/c2 
■*'v— 1 

2v — r 


(lela dtant, disposons de A de mani^re ^ avoir 


hi 


Ay — 1 


/. - 9 


17 / ,• T// , - \ 


I 


V H- ( V — l) ^V“ 1 “+~ ('^ ^^2 ^V--2 — /iv4-I 5 


je dis que la fonction doublement periodique 

DJ.F(a7) — [n(/i-t-i)yt2sn2a7 + A] F(a7) 


est n^cessaireraent niille. Si, apres avoir pose x — £> on la 

developpe en effet suivant les puissances croissantes de £, non 
seulement la partie principale, mais le terme inddpendant dispa- 
raitront, comme on I’a vu au paragraplie XLIV (p. Sga). De ce que 
la partie principale n’existe pas, on conclut que la fonction est 
constante; enfin cette constante elle-meme est nulle, puisqu ’elle 
s’exprime lineairement et sous forme liomogene par le terme indd- 

pendant de s, et les coefficients des div^ers termes en ~- 

Soit ensuite n = 2V — i ; le developpement cju’on tirede I’equa- 
tion differentielle, a savoir 




I 







contenant un terme en on doit tout d’abord le faire disparaitre 

en posanl — o, pour en ddduire une fonction doublement 
pdriodique de premiere espece, qui sera de cette inaniere 


F(a;) 


j D'^'' ^(/c-sn^a:) 

r(2v — i) r(2v — 3) 


. •— /iv -2 Da;(/r2 sn^a?). 


Cela dtant, et en nous bornant a la partie principale, on aura 


F(iK' + £) 


I A) 

£2V-1 e-2V-3 


/tyj — 2 


il en resulte que, si on laisse indeterminde la constante A, le deve- 
loppement de I’expression 


D^. F (a;) — [n(/i -+- -f- A] F(a?), 

aprds avoir pose iC = iK'H-£, commencera par un terme en 
Mais faisons /iv_( = o; comme on peut ecrire alors 


F(jK'-i- e) 


[ hi 

e 2V— 1 g2V -3 


/ly — 2 

£3 











i-V/i 


on voiL (^iie (‘.e aev 

. " e ^ 

lui-meme doit ndcessairement s’evanouir, et il est ainsi prouve 

que, sous la condition pos^e, le resultat de la substitution de la 

fonction F(^), dans le premier membre de I’equation differen- 

tielle, ne peut etre qn’une constante. J’ajoute que cette constante 

est nulle, le resultat de la substitution etant, comrae F(x), une 

fonction qui change de signe avec la variable. Soit done, dans le 

cas de n = av, 

S = vs,..H- (v — i) (v — 2)A2 5 v- 2H-. . .+ Av-iSi — /iv+i ; 


puis, en supposant n — 'iv — i , 

S — hs)—\, 

on voit que les dcjualions 

P = o, Q = o, R = 0 , S = 0 


determinent les valeurs de h auxquelles correspondent les quatre 
especes de solutions doublement periodiques decouvertes par 
Lam^, ces solutions ne se trouvant plus distingiieesparleur expres- 
sion alg^briquCj comme I’a fait rilluslre auteur, mais d’apres la 
nature de leur pdriodicild. On voit aiissi que la condition N = o, 
d’ou elles ont dtd tirees, se prdsente sous la forme 

PQRS = 0, 

et Ton vdrlfie immddiatement que le produit des quatre facte u is, 
dans les deux cas de /t = av et /i = 2 v— i, est bien du degrd 
2 /i-f-i en A, comine nous I’avonsdtabli poiirN au paragraphe XLIX 
(p. 4o3). 

Voici maintenant le proedd^ que j’ai annonce pour deduire les 
solutions de la quatrieme esp^ce de la solution generale. 


Lll. 


3e reviens ^ i’dl^ment simple 


©'(0)1 1 , , iuw 

I-r(o)I-I(a;-Va)) J ^ 


/(^) 


^ ^ ^ ^ — 

a h cette valeur, I’expression de f{x). Concevons, a cet effet, que 

X soil exprimd an moyen de to; je ferai 

to = iK'4- 0 , 


ce qui donne, aprds une rtiduction facile, 


A^) 


H'(o) ©(a:" H- o) 
0(27) H(8) ^ 


H'(3) 1 

11(6) J 


(■»• 


{ K‘ ) ■+- 


/7t6 

IT 


Or nous avons, en developpant suivant les puissances croissantes 
de S, 

H'(S ^ I / J \ ^ ^1 ^2 O'’ 

TTTT) ^ a “ K/ ° 3 3 ■ ■ ■ ’ 

cela dtant, pour que I’exponentielle 


soil fmie lorsqu’on fera 8 = o, on voit que X doit s’exprimer de 
telle raaniere en to qu’on ait, en supposant to = f K' + 8, 

X = Xfl X 1 0 — H .... 


Cette forme de ddvelopperaent nous donne, en ellet, 


X - 




H (5) 

on a d’ailleurs immedialeinent 


H'fo) I ( ,1 \ 3 

HTa-, - 8 + (*"- it) ■! 

5) ^ 0'(a^) . 

0(27) "^0(27) 


et nous en concluons I’expression 


K 


71/ ■+■ 


ITT 0'(.r) 


■A K 0(3?) 


Elle fait voir qiie Jes formulas, pour /?, = av et /7, = av — i , 


^ ^ 1 (av) r(av — a) ^ i .c^ v /i 


puis 


I ( 9. V — 1 ) r ( a V — .1 ) 


H-. . .-+• kv-i f{^), 


conliennent chacune un terme en qui est, pour la premiere, 


[ -) --v — I 

r(a'/) 

et, dans la seconde, 

[ )2V-2 

!1 

r(av- 


• ■) 2V — 1 -i 2V- 3 


r(av — a) 


V2V t 


//v 1 Ao 


Aol , 


r,-^''"ruv-3) 


fi\j _i 


Tl est done n^cessaire, afm d’obtenir des quantit^s fmles eu faisant 
5 = 0 , que Xfl satisfasse a ces equalioni 


)2v— I 

-t- /< 1 y ! ■ ** ^ . -f- Av - 1 0 — u ) 


l'(avj 


r(av — a; 

^2V— 4 

I'i / TT -+-... -4- /<v-I 


r(av — 1 ) r(av — 3; 


Cela dtant, les expressions de F(^) se transforinent de la tnani^re 
suivante. 

Soil, en gdndral, 

/(a?) = e>‘'^X, 


en d^signant par X et X une constante et une fonction quel::onque.s. 
On voit ais^mentque la quautlte 

ADS/(a7) 4- A,DS-i/(a?)-4-. . .-i- A«/(a7), 


si Ton admet la relation 




par la formule 

(a")4-(AA-t-Ai) f lix) 4- . . . 

-4 (AX"-‘-i- AiX«-''S4-. . .-I- A,j_i) f\{x). 

Dans le cas auquel nous avons eLe conduit, on tire imm^diate- 
ment de la valeur de X I’expression 

f\{x) = H- — Xr® sn^a:), 


et nous obtenons par consequent ])our F(a^) le produit, parl’expo- 
nentielle d’une fonction doublement pdriodique de premiere 
espece, composee llndairement avec les deriv^es de sn-a;.L’analjse 
pr^c^dente, en etablissant I’existence de ce genre de solutions de 
I’equation difi’erentielle, les rattache aux valeurs de h qui rendent 
a la fois infinies les constantes X et sn to ; on voit aussi que, dans le 
cas particulier ou Xo est nul, elles donnent bien les fonctions que 
je me suis propose de ddduire de la solution. genbrale. Mais reve- 
nons a la premiere forme qui a dte obtenue au inojen de la fonc- 
tion 

/(a?) = eW-ac) ^ .J. _h X h- X, 8 h- . . . ^ . 

Le Lerme — disparaissant, comme nous I’avons vu dans- 
I’expression de .F(a;), il est permis de prendre plus siraplement a 
la limite, pour 8 = o, 

/(a?) = X. 


Cette fonction joue done le rdle d’dl^ment simple; il est facile, 
lorsqu’on fait x = e, d’obtenir son d^veloppement et d’avoir 

ainsi les quantit^s qui remplacent, dans le cas present, les coeffi- 
cients d^signes en general par Ho, H,, etc. Nous avons en efl’et,. 
pour ,r = fK' H- e, 


X — ( 4- 5o 


H'(S) ^ I 
H (e) £ 


Xi E 


S, £3 

“T 


Multiplions par eV les deux membres, et soit 




eM X = i -4- So -4- Si £ -H , . . -f- Sj £*■ ; 
2 





s,= 


x?. 


1 .i. 3 
A 4 


+ X I 


rr~7 ■+■ Xi — 

I . 2 . J . 4 1.2 


S, etant, en general, un polynome clu degr^ i + i en Xq, oii 
n’entrent que des puissances impaires on des puissances paires^ 
suivantque I’indice est pair oii impair. Les conditions donnees au 
paragraplie XLV (p. 892) conduisent done, dans les deux cas de 
n = 2V, n = i'^ — I, en y joignant I’dquation enXo prdeedemment 
trouv^e, a ces trois relations 


xr-‘ 


■+-/0 


^ 2V— 3 


/< I Xo — 0 , 


r(av) r(i>.v — 2) 

Sjv — 1 ■+“ Sjv— 3 H“ ^ 2 V— 5 “1“ • . . H~ 2 Av -1 S 1 -f- h\) — O', 
2 V Sov -H ( 2 V — 2 ) /ii Sjv— 2 ~t“ ( 2 V — 4 ) ^*2 Sjv— 4- ”1“ . . . H- 2 /iy— 1 bj = 0, 


lorsqiie Ton suppose, n = 2 V, puis 

^2V— 2 J2V — 4 


•+• hi 


-H . . • H~ /u 


0, 


r(2v — 1} ' ' * r(2v — 3 ) 

Sjv— 2 hi Siv— 4 ~t“ hii S2v_i! -h- . , . -i- /ly— 1 Sq = 0 

(2V — l)S2y — 1 -H ( 2 V 3 ) /t I S2y-3 , -+- /iy-i S ) /iy = 0 


pour /i=2v — I. Elies donnent le moyen d’obtenir directement, 
et sans supposer la connaissance de la solution g( 5 ndrale, les trois 
quantit(is Xq, X| et h. Elies monlrent aussi qu’on a en particulier 
la valeur Xo = o, a laquelle correspondent les solutions de Lam(^. 
Effectivement, lorsque Xo est supposd mil, on obtient 

S 2 £= 0 , Si = X|, 82 / 4-1 = — • 


cela ^tant, dans le cas de /i = 2v, la premiere et la troisieme Equa- 
tion sont satisfaites d’elles-iuEmes; la deuxieme, devenant 




(p. 394), sous ces formes, 

^i=0, ^2i = ^i/-+V, i 92 ( + 2VH- 1 = C 

» La plus simple est 

^2 = ^^V-hl ) 

ou bien 


— v( 2 V + l)H2v-r-I-+- (v — l) (•.<'> 1) Ai risv-l 

~t“ ( V — 2 ) ( 2 V — 3)/<2H2 v^_ 3 — t— . . . — |— 3 /Zv — 1 H 3 — /Zv-Hl Oj 
el nous en tirons imim^diatement 

V5v ('^ — l)^il'Sv-l — i'> — ‘l)h'iS,,.-=> — . . . /Zv -1 J 1 -f- /'v+1 = o, 

ce qui est I’equation en h precedemment Lrouvee. 

» En dernier lieu el pour le cas de n = — i, nos trois rc.l 

lions se trouvent v^rifiees si I’on fail /zv_) = o ; on relrouve dot 
encore de celte maniere le rcsultat auquel nous etions prdcedi'ii 
menl parvenu par une tnethode toute diflerente. » 


ETUDES DE M. SYLVESTER 

SUU LA 

THEORIE ALGEBRIQUE DES FORMES. 


Comples rendus de I’Acadcniie dcs Sciences, 
t. LXXXIV, 1877, p. 974. 


On cloiL a M. Paul Gordan, professeiir a I’Universite d’Erlangeii^ 
la belle et importante ddcouverte, qu’a I’^gard ’des formes a deux 
inddLerminees, les invariants et covariants, qui sont, comme on 
sait, en nombre illimild, peuvent 6tre exprimes tous par les fonc- 
tions rationnelles et entieres d’un nombre essentiellement fmi 
et limits d’invariants et covariants fondamentaux, nommds, pour 
ce motif, Griindfonnen. Cette proposition capitale vient d’etre 
etendue par M. Sylvester aux formes les plus g^ndrales, quels que 
soient leur degT^ et le nombre de leurs ind(5termindes, et je me 
fais un devoir de reproduire les termes m^mes dans lesquels 
I’illustre g^ombtre m’a charge d’annoncer sa belle ddcouverte. 

Baltimore. — Depuis mon dernier envoi, avertissez i’Acad^mie 
que j’ai r^solu le probl^me de trouverles Griindformen completes 
pour des qiiantites quelconques avec n variables. 


EXTRA IT 


d’one 

LETTRE DE M. CH. HERMITE A M. L. FUCHS. 


Journal de Crelle, t. 82, 1877, p. 343. 


Soil 


on pent a 1 aide ‘de ceLLe fonction repi'^seirter Loiitc fonctioii 
imiforine, ayant pour periodes 2 K et par nne formiile 

enii^rement analog'iie a celle d’lme fraction rationnelle decoiii— 
pos^e en fractions simples, a savoir 

F(a?) = const.-»- AZ(a7 — a)+AiD^Z(a^ - a) — a) , 

-h BZta?- 6) + BiD^Z(a7 — 6 )h- B2Di,Z(a?— 6) . 

-f- 

-i- LZ(a7 — 0 ■+• LiD;i.Z(a7 — -t- Lo D1 Z(a7 — /)-+-. . . , 

ou les constantes A, B, L sont essentiellement assiijetties a 
remplir la condition 

A “i— B — i— , . , — }— Ij O . 

C est cette expression, dont j’ai fait usage dans Lien des circon— 
stances, que je vais employer a la recherche des coordonndes d’une 
cubique plane en fonction explicite d’un parametre. Je pose a cet 
effet 

X = xq-\- K — 6)-i-G — c), 

y =jo-i- A'Z(i- a)-(-B'Z(« — 6) + C'Z(^ — c), 

avec les conditions 


cle sorte que les coorcionnees x eL y se Irouveront des lonc- 
tions liaeaires des deux differences : Z(^ — a) — Z(( — c) et 
Z(£ — d) — Z(t — c). Cela etant, je rcmarque que x-, xy, y- 
elant des fonctions doublement p^riodiques uniformes aux 
periodes 2K et 2 its.', s’expriment lindairement, d’lme part par 
ces deux differences, et de I’autre par les ddrivees DfZ(^ — a), 
DfZ(if — d), D(Z(t — c). Et pareillement, si I’on considere x^, 
x~y, xy-, y^, il resulte de la formule generale qii’oii aura 
seulement les ddrivdes secondes D^"Z(^ — <2), D^Z (i — d), 
D^Z(t — c), a joindre aux deidvdes premiei'es et aux deux diffe- 
rences. Ce sent done huit fonctions en tout, entrant lineairement 
dans les neuf fonctions doublement pei'iodic|ues, que je viens de 
former, et la relation du troisieme degr^ entre les coordonndes x 
et y en est la consdquence immediate. .T’ajoute que ces coor- 
donnees renfermant, en premier lieu, les constantes a, b, c, on 
seulement a — c, b — c, car on pent mettre t — c an lieu de t, 
puis les coefficients A, B, A', B', et enfin x^ et Vq, contiendront 
huit arbitraires, de sorte qu’en y joignant le module de la transcen- 
dante, on aura bien le nombre maximum egal a neuf, des indeter- 
minees d’une cubique plane quelconque. 

Soit maintenant 

a7 = a?o-i-A Z(^ — Z(t — 6 )-i-C Z(£ — c)-hD Z(t — d), 

j/=yo_t- A'Z(«- rt)-t-B'Z(« — 6)-+- C'Z(i~c)-i-D'Z(t-d), 
z = j!o-h A"Z(; — ■ a) H- B"Z(t — b) -h G“Z(t — c) -h I>"Z(t — d), 

avec les conditions 

EA = o, SA'=o, SA"=o. 

Ces trois quantilds d’une part, et celles-ci de I’autre, savoir : a?-, 
y-, JZ-, xy, x^j yz, s’exprimeront en fonctions lindaires de 
Z{i — a)—7.{t — d),7.{t — b)—Z{t-d), Z{L — c) — Z{t — d), 
et des quatre ddriv^es DfZ(i — a), etc. On a par consequent sept 
fonctions, dans i’expi^ession de neuf quantites, qui des lors sont 
liees par deux equations, de sorte que les quantites considerees 
representent bien I’intersection de deux surfaces du second ordre, 
et comme ci-dessus, on voit qu’elles contiennent le nombre d’arbi- 
traires maximum aue comnorte une telle courbe, lequel est eeal 
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Je reviens a la Geometrie plane pour considerer les courbes 
Clebscb, dont les coordonnees sont des fonctions elliptiques d’ 
parametre, que je prends sous la forme suivante : 

sc ~ A. Z(t — a) B Z{t — 6)+...h-L Z{t — Z), 

^ ~ yo A' Z(^t — Cl ) B' Zj(^t — h ) -t- . . . -4- \J Z(^t — I ) , 

en supposant toujours 

SA. = o, SA'=o. 

Le succes de la methode prdcedenLe dans le cas de la cubique r 
fait tenter d'etablir par la meme voie que x el y salisfont ai 
equation algebrique d’un degre egal au norabre des Lransci 
dantes : Z(/: — «), Z(^ — 6), Z(/f — /). Mais les clioses 
passent alors moins simplement. Considerez en effet les diver 
fonctions liomogenes de x et y, jusqu’au degrd p, dont le nom 

sera 2 + 3+ ... + ^ + ! = ^ (p' 4- 3 p), et soit in le nombre 

Lranscendantes. Toutes ces fonctions doublement periodic} 
s’expriment lineairement par les diHerences : Z (f — a) — 7j[t — 
'L[t — b) — 7j[t — /), . . en nombre m — i , puis par les cleriv 
juscpr’a I’ordre p — i, des quantitds Z{t — «), c’est-a-dire en t 
par m — i m(p — i) fonctions. A fin done de pouvoir efl’ect 
I’elimination de ces fonctions, je pose la condition 

^ ( [ji2 - 1 - 3 jj.) = -f- /n f (j, — 1 ) = ni [j. 

qui me donne p = 2 /n — 3, de sorte c|ue je parviens par cetle ^ 
a line courbe d’ordre 2 m — 3, au lieu d’obtenir I’ordre m 
proedde qui rdussit dans le cas de m — 3, donne done en gen 
un degrd trop dleve, et j’ai dii complcrtement y renoncer, cor 
mdlhode d’dlimination. Mais I’existence, au moins, d’une ec 
tion de ce degrd m se pi'ouve tres facilement. Considerez j 
cela une droite arbitraire + (3y + y = o, dont les points 
rencontre avec la courbe s’obtiennent en determinant t par l’e( 


t — c, . . 1. 

Elle ne pent done s’anniiler, d’apres un tli^oreme connu de la 
theorie des fonctions ellipliques, que pour m valeurs de dans 
I’interieur du rectangle des periodes aK et a/K', et la courlje ne 
pouvant etre coupee qu’en ni jioints par une droite qnelconque, 
est bien d’ordre m. 

Ce mdme raisonnement ap[)lique a la polaire, dont les coor- 
donnees sont 

X = ...— - . ll — , Y= 

scy — X y xy — x y 

en determine le degre. 

ElTectivement les intersections de cetle seconde courbe avec la 
droite aX + ^ Y + y = o sont donnees par I’element 

— ajK'-h ^x'-y'({xy' —yx') 

et vous voyez, que son premier membre est une fonction double- 
ment periodiqiie, admettant. les infinis doubles / = «,/>, . . . , Z, de 
sorte c[u’on a a 772 racines, et par suite a 77? points d’intersection, 
Connaissant I’ordre de la polaire des courbes do Clebsch, S = 2 /h, 
le nombre d des points doubles de ces courbes en r(§sulte imind- 
diatement, comme consequence de la relation 2 0? + B = 772 ( 777. — i) 
donnde dans inon Coiirs d' Analyse (p. 385 ); on irouve ainsi par 
une voie facile la proposition fondamentale ^ 777.(77?. — 3 ) 
deinonti’^e par Clebsch (l. 63 de ce Journal^ p. i 8 g). 

Paris, y,() juin iSjti. 

P.-S. — La determination des points d’inllexion de la cubique 
plane, et des points stationiiaires de la quadriqiie dans Fespace, 
dependent des equations suivantes ; 

Z'(i — a) — Z'(l — c) Z'(t- b) — Z' (t — c) _ 

Z"{t—a) — Z''{t — c) Z‘'{t—b)-7J{i~c) ~ 
et 

r {t-a) — Z' (t — d) Z' {t — b)—Z' {f—d) Z' (/~c) — Z' (7— d) 

Z" — d — d) Z" {t — b) — Z''{t—d) Z" d~c)~Z" {t — d) 


= 0. 


pour abreger 


<l>(a. c) = H(a — 
b, c, d) = H(a — 


le premier determinant est 


b)E(a^c)n(b — c), 
b)E{a — c)H(£Z — d) 
U(b — c)l\{b — d) 
n(c — d), 


v'i'r.Y — a — 6 — c) 

^ ^ [H(^ — a)H(^— lI(^ — c)]3’ 

et le second 

HVnV d)U(r,t — a — b~ c — d) 

^ > [E{t — a)E{t— b)E{t — c.)H{t—d)'\^’ 


Les beaux resultats decouverts par Clebscb sont la consecjiience 
dc ces expressions qui m’ont amend a considerer, en general, le 
determinant k n — i colonnes 


Z''{t-a)- Z"(t-l) T'{t—b)- Z"{t — l) ... Z"{t — k)— 


n-\[t—a) — Z»-^{t—I) Z«-»(«-6) — 0 ... Z«->(i: — /c) — 

on a, b, . . A, I sont ?i constantes. Si I’on pose comme prdcedein- 
ment 

a, b, . . . , A-, Z) = H(a — b) U {a — c) ... H (a — 1 ) 

H(6 — c)...H(6 — /) 

on trouve qu’il a pour valeur 

ur/ ...,k.l)H(n 6 — a — b~...— l) 


p. ddsignant un facteur numdrique. 
Paris. 20 decembre 1876. 


EXTRAIT D’UNR LETTRE DE M. CH. HEItMITE A M. RORCHARDT 


SUR LA FORMULE DE MACLAURIN. 


Journal de Crelle^ t. 84, 1878, p. (>4. 


Les propri(it^s de la fonction de Jacob Bernoiiilli dtablies par 
M. Malmsten dans son Ijeau M^moire sur la formide 

hu'x = ^ h A w4 -H . . . 

(t. 35 de ce Journal, p. 55) peuvent dtre ob tenues par une 
autre m^thode ^ laquelle m’ont conduit les recherclies qiie vous 
avez publi(^es, t. 79, p. 53g. Reprenant 5 cet effet I’^quation de 
definition, A savoir 

a\x I ). 

— = 8 ( 37)0 + - 8 ( 37 ) 1 - 1 - — — S (a? )ii , 

eA — , I i.Ci 


de sorte que I’on ait pour x entier 

S(37)„ = I«4- a«-l- 3 « -h . . . 4 - (37 — l)«, 
je remplacerai d’abord X par A, ce qui donnera 



Ul.rf 

-il.T 


eAa;— 1 

: _e^ \ 

—e ^ 1 

eiX — 1 





e~ sin^A37 

siiiY^ 


sinjX.r cos|X(a? — i) .sin -jXa? sin|X(a7 — 1 ) 

« 4 ^ * 1 ^ ^ 

sm-A sin 


4^6 
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et I’on en conclura ces deux egalites, ou je fais pour abre| 
(n)=: 1.2.3 . ..?i : 


sin-J-Xa; sinTX(a? — i) , 

(0 = r-fH ^=XS(a 7 )i- 

sin-^A 


1 ) 


. . sin IXa? COS-1 Xtar — i) ^ 

( 2 ) = - 7 — fr- = S(a 7 )o 


sin iX 




Ceci posd, la formule suivante dans laqnelle B<, Bo, etc., design 
suivant I’usage les nombres de Bernouilli 


, . I , I Bi B, a?* 

log sin - X — log - X ^ — 

2 ^2 ( 2 ) 2 ( 4 ) 4 


. 2 : 2 « 
( 2 /i j 2 71 


conduit a une expi-ession analytiqiie des polynomes S(.r)/), 
met immddiatement en evidence les proprietes decouvertes 
M. Malinsten. En considerant d’abord la premiere de nos di 
relations, on en tUduifen effet 


log 


sinl Xa? sin I'XCa? — i) , i 
sinU = '“ 8 l 





Bi 

• a?2 

-(I- 

-^)M 

( 2 ) 




B? 


-(I- 

(4) 

^2/1 


-xy->^] 

B„ 

(2/iJ 


Posant done 
et observant que 


X,j= I — a?^" — (i — xy- 


Xi = — ix{x — i), 


nous avons cette formule 


RjX, X2 Bj.X, X-i 


sinl-Xa7sin|X(a; — i) X • ,4, 4 

• 11 — / ® 

siniX 4 


dont voici les consequences. Je remarque que le ddveloppeiri 


Sfa7)i = — jX,, 

S(^)3= -g-Xf, 

S(a;)3 = — ^(uXiX2+ -)X^), 

S (i 6 X,X3 4- 4';*.X? Xj 4- 35 X'l ), 

2 jO.f 


Or X/; qui s’anniile pour x~otlx=^^^ ii’adiueL dans I’inler- 
valle de ces deux racines, qu’un seul maximum, correspondant 

a la valeur x =-j comme le montre la d(^rivde 
•1 


D,^X;i = — 2 rta;-"~i 4 - 2/1(1 — 


Cette valeur ne d(ipendant point de /2, fournit par cons(^quent Ic 
maximum de toute fonclion rationnelle entiere et a coefficients 
positifs des quantitds X«, et il est ainsi prouve que le poly- 
nome ( — i)""' S(a?)o„+, , est posilif quand la variable emit 

de a; = 0 a ^ = I , et acquiert sa valeur la plus grande pour a? = 


Je passe al’^quation (a) qui concerne les polynomes d’indices pairs, 

, . , . 1 1 r ' , sin-oXC-iS? — 1) 

el en eenvant le premier membre sous la lorme — h 


siniX 


je developperai le logarltlime de la quantile 
ainsi amend a employer I’exprcssion 


sera 


X",. = I — — 1 )’^", 


qui permellra d’ecrire 


Jog 


sin 2X(22/ — i) 
sin |X 


= log ( 2 2? — 1) 


BtX» ^ 
(2) 2 


BjXI X-v 
( 4 ) 4 


sin-|-X(2a/ — i) 
sin yX 


( 2 a/ ■ 


et par suite 


I’intervalle qu’un seul maximum correspondant a a; = 11 en esL 

done aussi de meme de tous les coefficients des puissances de \ 
dans le developpement de I’exponentielle, et en exceptant seulc- 
ment S(^)o, nous avons cette seconde proposition que les poly- 

nomes ~ — -■ sont positifs de x = o k x = i avec un seul 

maximum dans I’intervalle pour 57 = 

La facilite avec laquelle les propridtes des poljnomes S(a?)/) 
rdsultent de la forme trigonometrique de leurs fonc Lions gendni— 
trices conduit a employer ces mdmes fonctions pour etablir la 
formule de Maclaurin. A cet effet je partirai de laformule dlemen- 
taire 


U2"V<£a7= U2"-iV— U2«-2V' 


on U et V sont deux fonctions quelconques de la variable x, dont 
les derivdes d’ordre k sont ddsignees par U* et V*. Posons pour 
abr^ger 

V U2«-3V" 4-. . U'V2«-L 
vif(a:) = V'4- U2«-4V"'-i-. . U 


ce qui donnera 


J U2«Vrfa7 = ‘t>(a;) — ^F(a7)-4 J VV^'^dx\ 


en laissant arbitraire la fonction V, je prendrai 


sinYX(a7 — i) s o / ^ , 

u = 2 { = b(a7),— -^S(a;)3-i- 

sin^X 1 . 2.3 


et il sera facile d’obtenir les expressions de <£>(a?) et W(a7), si I’ou 

U i r cos|X — cos-|X( 2 a? — i) . , . 

sous la lorme = j-'- Ayant en eiiet 


cosTXf'ia? — i) 
= (— i)*X2* ~ 


1 sin|X 


, sinlXf^a; — i) 

pk-i L_1 


on trouvera 


4 >(a 7 ) = ( — 1 )'‘ 


''F(ar) = ( — 


sin-|X( 2 iC’ — i) 
2 s i n "2 X 

COS-|'X( 2 a 7 — i) 

2 sin I’X 


4 - 


cosyX 
2 sin-^X 


y 2 «-i. 


[X2/i-lV —X2«-SV" (— I)«XV2"-2J, 
[X2«-2V'— X2«-'^V"'-|-.. .4- (— l)'l V2«-l] 


Maintenant dt^signons Its vateurs de pour x=i et x = o, 
par et Vy, de ce qui precede nous d(^dLnrons les formules 


4>(i)_\F(o) 


iF(i)-_ \F(o) = 


(— 1 )« 


( — I cos 2 X 

2 sin-^X 


[X2«-i ( V, H- Vo ) ~ X2« -3 ( V'; 4- v; ) -4 . . . j, 

[ X2"-2 ( v; - v; ) — X2«- ( v;"— v'o + . . . j 


2 sin-j A 


dont la premiere comme on voitrenferme des sommes etla seconde 
des dift'^rences. Soil encore 


cp(X) = X2»-2(V, H-Vo)— X2«-2(V"4-V';)4-...4-(— l)'^ X(V?«-24-V2"-2), 
il;(X) = X2«-2(Vi— V'o) — X2"-'^(V"' — V;')4-...4-(— l)«X2(V?«-3 — V5»-3); 


en remarquant que le terme ind<§pendant de A disparatt dans la 
seconde formule, nous pouvons ^crire 


4 j(i) — ‘I’(o) = 


(— I )"■ 




W(|) ~ W( 0 ) = ^ li' — 


et I’on en conclura, en prenant pour liraites des intdgrales z^ro el 
I’unit^, la relation suivante ; 


(- 0 " f' 


\ 1 ,l 


(— !•)'» 


tp(X) 


COS-|X (237 — l) 
2 sin^X 

( — t)"-' cot-j X 


V dx 


4 '(X) 4 - 


I 


’ COR-JX — cosiX( 2 .r — i) 




V 2 " dx. 


ouj plus simplement, 



a ou 






le coefficient de 
moyen de la serie 


dans la C|uantiL(5 ^cot;^At['(A 


-cot-) - ^ B,X H,X''i 
{‘j.) TT7 


BaXs 

(«) 


SOUS la forme suivante : 


[/'(^u-<- ^0 — /'(«'o)] 


BjA;' 


( 4 ) 


[/’"(■^o -H A) — j 


B,. , /i2«— 3 

^ TTTTZ^ + A) — ) |. 


D’ailleurs, dans 'f('A), le coefficient du meme tern 
ment 

Vi-h Vo=/(a;o-t- A) -H-/(,a 7 o); 

dans la fonction 


X'i 


U = X S(a7)i— ^S(a?)3H-.. 


son expression est S(x)i„_,; on est par cons, 

a Fegalite 




-^-[y (a^o4- A)— 


( 4 ) 


A2« ‘ 

( a7o H- Aa; ) S (a? ) 2 „ 


qui se ramene a la forme habituelle, en remplagant di 
membre I’integrale f{x, + hx) dx par /(, 

La proposition de M. Malmsten a Ldgardle S(a 


f + hx)'&{x)‘,n-\ dx =. f S{x)z,i-idx, 

t/o 

Q etant compris entre zero etruiiite.Qiiantau facteur ^ S(:r)o«_id^^, 
il esl doniie par le coefficient de ’ dans le developpe- 


meiiL de rinl(5grale 

' ^ cosjX — cos(2ar — i)|-X 


f 


% sin 1 X 


ax = - cot - X, 
2 2 


d’ou la valeur 


1 ^ S{x),a-\dx=^(~-iy> 


de sorte que la formule ordinaire s’oLtiendra en remplacant dans 
le premier membre I’integrale 

I f{xo-h/ix)dx par j- I J(x)dx. 
da " d.v. 


Paris, 7 avrif 1877. 



EXTRAIT D’UNE LETTRE DE M. OH. HERMITE A M. BORCHARDT 


SUR LA 

FORMULE D’lNTERPOLlTION DE LA&RANRI 


Journal de Crelle^ t. 84 , 1878, p. 70. 


Je me suis propose de trouver un polynome entier F(.x’) 1 
degrd n — i, satisfaisant aux conditions siiivantes : 

F(«)=/(«), F'(«)=/'(a), F«-' (a) =/«-!(«), 

F(*)=/(i), P'(6) =/(*), Ff<--(*)=/P-i(6), 

> • ' • 1 

F(0=/(0, F'(0 =/'(0, FX-1(0 =/>‘-‘(0, 

oii f{x) est une fonction donn6e. En supposant 
a-i-j3'4-...-i-X = /z, 

la question comme on voit est d^lennin^e et conduira k 11 
generalisation de la formule de Lagrange sur laquelle je prese 
terai qnelques remarques. Elle se r^sout d’abord facilement comi 
il suit. Je consid^re une aire 5 , comprenant d’une part, a, . . 
Z, et de I’autre la quantity ^ 5 suppose qu’a son int^rieur la fon 
tion f{x) soit uniforme et n’aitaucunpdle; celadtant je vais dtaJ3 
la relation 

{sc — z) {z — a)^{z — b}^...{z — 

Fintdgrale du second membre se rapportant au contour de s, et 
m^me temps donner I’expression du polynome cherch^ F(ip). 


et 


([> ( .r ) = ( — b)? ... (x — l)^ 


Cj3(.T) 


(a; — z) 


I’integrale curviligne sera la somme clesi'esiclus de <o(z) pour les 
valeurs z = a^ ..., / el l^e dernier de ces residus esl 

evidemment — J « I’egard des aulres, en considerant pour 

fixer les idees celui qui correspond k z = a, je vais le determiner 

par le calcul du lerme en ^ dans le developpement de o{a + /i), 

suivant les puissances croissantes de h. 

Observons d’abord qu’on a 

<f>(« -t- h) = /<«((? — 6 -t- /t)P(« — c H- /t)T ... (a — / -h 


de sorte qu’en posanl 

( a — - 6 -+- /iVP ( a — c -+- A)- Y . . . ( a — i -\- h )-^ 

= A H— A 1 A -H Ao A^ — t- . . . —1“ A * H— . . . ) 

nous pouvons ecrire 

o(a -4- A) = I A H- A, A -t- Aa A2 -i- . . . ]. 

ElTectuons ensuite le produit des deux series 

) —f{a) -\-J'{a) - (a) — -i-. . y— — 

1 I A A* A“-' 

I — » _ I • - 11 !"■ — n il ^ — j» — - 

X — a — A X — a (x — a)'^ {x—a)’’^ (x — «)“ 


il est clair qu’on aura pour r^suUat 


Xfl ^ Xi A XjA^ • Xa--|A®^~' 

X — a — A X — a {x — a)'-* (a? — a )® ‘ ‘ ( it- — a)« 


X-j di^signant im polynome enlier en x du degrd i. 11 rdsulte que le 
rdsidu clierch^, ^tanl le coefficient de dans le produil 


4* ( a? ) i A — t— A j A ~l- Aj A® — t- . . . — A I 

r Xo X,A X,A2 

1_ 1 :: 


Aa-1 ] 


Xpt-i A*^ t ~j 
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aura pour expression 





{x — 


AiXa_2 

(a? — a)a-‘ 


+ . . .+ 


Ag-lXo l ^ 

07 — a J 


ou encore 


{x — b )P(a? — c)Y ... (a; — ly- 

X [ A.Xj(_i — i— A] Xflj — 2 "4“ • • • ~t“ Ao(— 1 X 0 ( ^ )* ' ]. 

C’est done a I’^g-ard de la variable x, un polynome entier dr 
degre a -f- ^ . +)v — i = n — i ; il en est de m^me des aulres 

r^sidiis de cp (z), et par consequent leur somme que je ddsigncrai 
par F (o:) est bien un polynome entier de degrd /i — i, dans la 
relation que nous venons d’obtenir 




/(z ) «l>(a?) 
z)<t>(z) 


dz. 


Observez maintenant que I’iniegrale du second membre, I’cn- 
fermant coinme facteur, sous le signe d’integration, la fonclion 
^(x), s’annule ainsi que ses derivdes par rapport k x, jusqu’ii 
I’ordre a — i pour x — a jusqu’a I’ordre [3 — i pour x — b, eti*. 
II est ainsi iminediatement mis en dvidence que F(a;) est le poly- 
nome cherche, toutes les conditions a remplir se trouvanten eUrl 
satisfaites. Mais de plus, nous oblenons une expression de la <lib 
fdrence entre la function et le polynome d’interpolation, sous mio 
forme permettant de reconnaitre qu'elle diminiie sans limilr, 
lorsque le nombre des quantiles a, b, . . . , ou bien les exposuiits 
a, X vont en augmentant. Effectivement, sinous admetloiiH 

que tous les cercles passant par le point dont I’affixe est .r cl 
ayant pour centres les n points a, b, . . ., ^ soient conteniis ii 
I’intdrieur de s, les rayons de ces cerclcs, c’est-A-dire les modules 
de X — «, X — b, ..., seront respectivement infdrieurs am 
modules des quantiles z — a, z — b, ..., z — I, lorsque la variable 3 
decrit le contour de I’aire. 

Le module du facteur entrant dans I’intdgrale curviligiu* 


usage a I’egard du reste de la serie de Taylor, 


R = 


1 r f{z){x — aY 

Q.iTzJ^, (x — — a)“ 


dz, 


lorsqu’on veut ^tablir la convergence de cette s^rie pour des 
valeurs imaginaires de la variable. J’ajouterai cette remarque que 
la differentiation par rapport a a donne 


<^R _ a(a? — r f{z)dz 

da ~ ‘xiit J^, (z — 

de sorte que la formule 


/Ca)(a) 


r . 2 . . . a r f{z)dz 
2i'Tr — 


permet d’^crire 

rfR _ {x — 

da 1 . 2 ... a — I ’ 


etl’on en conclut, R s’evanouissant pour a~x^ la forme eldmen- 
taire du reste 



(07 — a )*-i {a) da 

1 . 2 ... a — i 


Apres avoir rattacbe a un meme point de vue la sdrie de Taylor 
et la formule d’interpolation de Lagrange, qui s’obtiennent, 
comme on voit, en posant 

4>(a;) = (o; — a)“ et 4>(o7) = (o? — a) (x — b)...(x — 1), 
je vais considerer un nouveau cas et faire 

= (x — a)“(o7 — 6)P. 


Si I’expression des polynomes F(u:) devient alors plus compli- 
quee, I’integrale J" F(x)dx donne, pour la valeur approcbee de la 

quadrature / f(x)dx, un r^sultat tr^s simple, auquel on par- 


vient comme il suit. 

Nommons A et B les r^sidus correspondant kz = aetz = b 
de.la fonction 


r ^ -i- jj 


je montrerai d’abord que les intdgrales 


A 


=J kdx, f 


B^Zar, 


se deduisent imm^diatement I’une de I’autre. Ces quantiles sonl 
en effet les coefficients dans le ddveloppement des expres- 

sions 


J f (p(a-+-A) 

a 


* tia? — — <*)“(•*■ — b)^ dx 




— a — h 


et 


^ a 


dx 




tJ. 


(x — (a? — 6 )P dx 


h?‘{b — a h)^ X — b — h 

Or dcrivons pour un moment 


(a, b,a, p) = 


/( a-^ h) 


/i«(a — 6 -+- /i)P J„ 


I 


ix — a)^{x — h)'^ dx 


h 


et permutons a la fois, d’une part a et 6, et de I’autre a el ce 
qui donnera 

f{b-^h) r“ jos — a)^{x — dx ^ 
h )* ,// ^ ^ 


(b, a, p, a) = 


h?(b — a-\~ hy^ J 


on voil que le second membre de cette dgalitd etant — on a 
simplement * 

J F (a?) ofa: = (a, 6, a, P) — (6, a, [3, a). 


Cette remarque faite, posons m = a + p ; la formule dldmentaire 

f {x — a)P-^(b — x)‘i-^ dx = {b — a)P+g-i ^ 

donne le d^veloppement 

J' ^ {x — a)‘^(b — x)? dx 


X — a — h 
r(a)r(p + ,) 


r(™ + 0 


r(a-t-'i)r(i3-n) 


{b — h^-h. . .. 


T / 


velle forme 


r(a)r(p-n) 

r ( •+• I ) 


(6 — 


m 

I H t -h 

a — I 


(a — i) (a — 2 ) 



Cela ^tant, nous effectuerons la multiplication par le facteur 
(a — b A)“P, ou plut6t par la quantity ^gale 

(— i)P(6 — a)"P(i- 


Des reductions qui se prdsentent d’elles-memes montrent que le 
produit des deux series 


I “ 4 — 


' t "1“ 


m{in — I ) 


a — t (a — i) (a — a) 

I 1.2 


«2-|- 7 


m{ m — i) (»i — 2 ) 


(a — I) (a — 2 ) (a -- 3) 
P(P -H)(P H- 2) 




1 .2.3 


^3-1-. . 


a la forme simple 

a — 1 1.2 (a — 2) i.a. 3 (a — 3 ) 

, tt(i3-i-i)((3-t-2)...((3 + a — 

1.2.3. . .(a — I) 

de sorte qu’on a 

t f — a)^{x — b)^ dx _ r(a)r(|3 H-i) , „ 

{a — b -\- h)?> J X — a — h r( m -H i) ^ ' 


Mais il est preferable, en gardant seulement les puissances de /i, 
dont I’exposant est inferieiir 4 a, et qui nous seront seules utiles, 
d’ordonner le second mernbre suivant les puissances decroissantes 
de cette quantite. On obtient ainsi 


(a — h /i)P 


X 


(or — a)<^(x — 6)P dx 


X — a — ■ h 

a(a — 1 ) (b — ayh<^-^ 


= — (b — 

ni m{m — 1 ) a 

a(a — i)(a — 2 ) (b — ay 


m( m — r) ( w — aj 3 

En dernier lieu, multiplions par le facteur 


/l2 


/la-i 


cherch^e, nous parvenons ainsi a 1’ expression 


(a, 6, a, P) = ^(6 — a)/(a) -4- 


ocCa — i) 

1 . 2 . ..m(/n — i) 


(b-ayf'(a) 

I .2 


a(a — i)(a — 2 ) (6 — aYf"{a) 

m(m — i)(m— 2 ) 1 . 2 . 3 


dont la loi est manifesle. 

On obtient d’une autre maniere cette formule, en partant do la 
relation 


J' dx — &(t) -h { — i)"^ /vu dx^ 


ou j’ai fait 


B{x) = UV'«-i— U'V'«-2+ U"V'«-3— . . .. 


Prenons en effet U V = (^ — a)P avec la condi- 

tion a + (3 = m, de sorte qu’on ait V'”= 1 . 2 . . . m. On en ddduiru 
en integrant entre les limites x~aetx=b 



B(b) — 0(a) 

1 . 2 . . . /n 


(__ ,)m 


1 . 2 . . . /n 



a)^(x — dx. 


et il est ais^ de calculer 0(a) et 0(6). 11 suffit en effet d’avoir les 
d^riv^es successives de Y = {x — a)^ {x — 6)“ pour x — (t 
et x=b', or les premieres s’obtiennent en faisant x—a-\-/ii 
et sont donnees par les coefficients de h^(a — 6 + A)“, les autres 
resultant semblablement de 1’ expression A“(6 — a H- et I’oii 
trouve ainsi 


1 .2, . .m m '' ' m{m — i) 1.2 

+ ”(« — 0(« — (g — V"(a) _ 

m{m — i)(m — 2) 1.2 . 3 


^Ecrivons cette quantity de la maniere suivante 


Q(^) 


— a)f{a) — 
a(a — ))(a — 2 ) 


a(a — [) ( b — a)'^ f {a) 
m(m — i) 

(6-a)3/"(a) 


1 . 2 . . . m 


1 . 2 


ejb) 

\ .' 1 . . .m 


l(a-6)/(6,- 


— 0 (a — bYf{b) 
m{m — I ) 1.2 


P(p-i)(P-2) (g- by fib) 
m{m — — 2) 1.2.3 


et nous somines ramenes a la formule pi'dc(iclemmenl; obtenue. 
Mais on trouvc, par cette methocle, que la did'erence entre Finle-' 

grale / f{x) dx et sa valeur approchee est la quantity 


(— 

1 . 2 . . . /n 



a)^ix — Z>)“ dx^ 


oa le facteiir (x — a)^(x — Z>)“ conserve tonjours le in^me signe 
entre les liinites de I’integralion. 

Ecrivant done 


i: 


f"^(x) (x — a)^(x — b)^ dx 


'a) f 

n 


(x — a)^(x — dx, 


en d^signant par ^ une quantile comprise entre a et b, on voit 
que pour une valeur donndede m, I’approximation obtenue depend 
du facteur 



X — Z) )« dx, 


ce qui conduit ^ determiner a et ^ par la condition qu’il soil le 
plus petit possible. Or on troiive aisement que le minimum du 

produit r(a7)r(m — x) s’obtient en faisant x — Parmi ies 

diverses formules qui se rapporlent a la m^me valeur de m, e’est 
done celle od a — [3, ou figure par consequent la ddrivee de I’ordre 
le moins elevd de la fonction f{x), qui conduit en meme temps i 
I’approximation la plus grande. 

En particulier on trouvera, pour a = ^ = i , 





x)dx= - {b — a)[f{a)^ f{b)\ 


ar-lf'{a) -- f{b)\ ^~{b- a)^/'v($ 
Paris, 5 juillet 1 877 . 


POST-SCRIPTUM. 

J’ai refldchi de nouveau a ces deux orlgines de la seric 
Taylor, suivant qu’on la d^duit, au point de vue elementaire 
I’int^grale d^linie 

r" (x — uYf«-+^{u) 

.4 I.2. 

oil bien sous un point de vue analytique plus clendu, de FI 
grale curviligne 

I C {oc — aY->-^\f{z) 

{^x — z){z — 

et j’ai pens^ qu’il devait ^tre possible pareillement d’arrivei 
polynorae d’interpolation par une autre voie qui n’exigerait 
I’emploi des variables imaginaires et des integrales curvilig 
G’est en elFet ce qui a lieu, mais il faut recourir comme vous < 
le voir a la consideration des integrales multiples. 

En posant 

TI(z) = (^ — ao)(^ — — «/!) 

j ’envisage I’integrale 

J . Vli^z) 

oil la fonction /*(5) est supposee continue k I’int^rieur de I’aii 
qui comprend tous les points ayant pour affixes ao, a,, . , a, 
Si I’on d^signe paV /"(s) la d^riv^e d’ordre n de f{z) et q 
fasse 

u = (<*0 — . . .■+- — ot/i ) j 


sun l-A F0RMULI5 d’iNTKBPOLATION DE LAGRANGE. 
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I’integrale curviligne s’exprime comme il suit an moyen d'une in- 
tegrale multiple d’ordre n. On a 

et nous aliens aisdmentle d^montrer. 

II vient d’abord en effet 

f ^ f'‘ (u) dt ./ [ ( ^0 — gp) /o ) /;t -+-■•. -t- «»] 

Jq ~ «0— 

X^*~' *^1 ^2) ^2 ■+■ ( ^2 Gf'i) Ig — |— . . . rt/j] 


puis successivement 

^3 ^ ('5 

n n 


-a,— rto 


.y/t - [(aQ — cf 3)t;i -)- ( as — fl!/, )i(/i. -4- ■ . , -t- a, I ] 
( ao— ai) (ao~ Ui) 

<^3) ^3 ~l~ ( -i- . . . H- ] 

(«1 — ao) («1 — «2 ) 

f't—s \{a^ — ^3 ) ~t~ ( ^3 — ttn. ) ^4 H- . . . -t- ct/t ] 
( a. 2 — ao )(«2 — «*i) 


f'‘dh f''dt, f'’f»{u)dl,^ f I «.-<»»)'> H- ( °. - «.) t. + 1 

Jn . (« 0 — «]) («f)— « 2 )(« 0 — as) 






(«o — «]) («f)— a 2 )(ao — as) 
y « -3 p — a;, ) //,, ■+• ( U/^ — as ) /r -h . . . H- ci/i | 
(ai—ao) (ai — az){ai — as) 

— «4)^4 4 - (a/, — as)ts-h . . . ~h ani 
(as — ao) (as— ai) (as— as) 

//<-3 [-(^3 — H- (at — gQigs H- . . . -I- a/t] 

(aa— ao) (as— a-i) (as — as) 


en faisant usage des identites ^l^mentaires : 


(aj — ai)(ao — ao) (ai — ao)(ai — as) (as — ao)(a2 — aj) 

I I 

( ao — ai) (ao — as } (ao — as) (aj — ao) (ai — as) (at — as) 


rj'(rto) U'(an) 

qui est en efFet la valeur dc I’int^ffrale — ^ dz. 

^ ^ 217: n(^) 

A.ppliquons ce resultat en supposant — a?, et faisons pour 
abreger 

^(x) = (x — ai)(x — a^) ... (x — ««); 

si Ton designe comme prec^demment par F(a7) le poljnome d’iii- 
terpolation de Lagrange, on trouvera 

f{x) — F(x)=:^(x)f di,, f dtn-i... f f'>'{u)dti, 

JfS ./o ^0 

la valeur de u pouvant etre mise sous la forme siiivaiite : 

lt — Xti->rai ( — ti ) 

-h 0.2 ( ^3 ^2 ) 


-t~ <*«-! (^fl — ^n-i ) 
4 - ( I — in )• 


Je remarque ensuite qu’en diff^rentiant la relation 

=X'‘""X 

a — I fois par rapport a a< , p — i fois par rapport a ao, . . X — i fois 
par rapport a a,i, nous obtiendrons dans le premier membre Pin- 
t^grale 

217: {z — x) {z — ai)^ (z — a 2 )^ . . .{z — 

qui se trouvera done exprim^e par I’int^grale multiple 

1 yT* ^3 

dtn f dta~x... j /«^(a )0 

odj’aifait 

0 = ( «2 — it, )“-» ( «3 — ^2 )P-1 . . . ( I _ )X-1, 

^ St 4— ^ 4~ • • < 4~ X . 


ofz, 


lation, a I’expression siiivante du resle 

represenLant le polynome {x — «,)“ {x — ao)^ • • .{x — anY; 
c’est le resukat que je me suis propose d’obtenir et qui me semble 
computer sous un point de vue essentiel la th^orie dldmentaire de 
I’interpolation. 


Hain-de-Brelagne, septembre 1877. 



EXTRAIT D’UNE LETTRE DE M. HEUMITE A M. LINDEMANN. 


OBSERVATIONS ALOEBRIQUES 

SUR 

LES COURBES PLANES. 


Journal de Crelle^ l. 84, 1878, p. 298-299. 


Les formules que je crois d’une grande importance, par lesqu 
vous representez les coordonnees d’une courbe d’ordre m i 
genre p, renferment-elles le nombre maximum de constantes 
traires qu’elles component, c’est-a-dire 

^/n(m + 3) — — /•! =3m — t-f-p? 


Pour p = 0, les expressions des coordonnees etant 




B 

A’ 


■9 = 


G 

A’ 


oil A, B, C repr^sentent des polynomes du degre ( 

on pent d’abord, si I’on remplace cette variable' par la fom 

, diminuer de trois unites, en disposant de a. 


■I • , • U. 1- S ^ 

lineaire — 


i-h 


le nombre des constantes que contiennent ces formules. On 
encore daus les resultats de cette substitution 


f - — 


c 


supposer egal al’unitd le coefficient de la puissance la plus d 


arbitraires se reduit a 

2 ( /?i H- I ) -+- — 3 = 3 m — 1 . 

Pour /) = I , les formules 

^ — ti) -h AiZ(l — ^2 A,„ Z(t — t/n)^ 

V) = Tiq-+- BiZ(i — Zl)-t-B2Z(^ — rnZii^t — tni) 

mettent en evidence, d’une parties resides. A, , Ao, . . . , B) , Bm, . . ., 
c’est-a-dire 2 (m — i) coiistantes, a cause des conditions S A = o, 
SB = o, puis les quantit^s /i, , Z„i qu’i] faut r^duire a m — i 

arbitraires, puisqu’on peut remplacer Z, par t Z,, par exeinple. 
Si Ton ajoute a ces constantes le module ainsi que et tioi on 
trouve bien en definitive le nombre 3w. 

Apres avoir appele votre attention sur ce point, permettez-moi 
de vous dire de quelle maniere j ’exprime qu’une courbe 

admet S points doubles. Je considere a cet elTet les relations 

et j’observe que le resultat de I’elinaination de x qI y sera une 
equation en «, II(«) = o donl les racines reprdsenteront les 
diverses valeurs que prend/(x, quand on j remplace x ei y^ 

par les solutions des equations ^ = o, ^ = o. Par consequent le 

nombre des points doubles est donne par le nombre des racines u 
qui sont egales a zero. Ceci pose, nommons zz, c, ..., k les 
coefficients de/(.r,jK) et supposons que le terme independant des 
variables soil k. II est evident cjue I’equation 11 ( u) = o se formera 
au moyen du discriminant relatif a I’equation proposee, en y rein- 
plagant k par k — w, de sorte qu’en representant ce discriminant 
par n(zz, 6, c, . . ., /r), on aura 


n( u) = n(a, 6, c, . . k — u). 


la juimc suivauie : 


^ _ d ‘^11 

dk ~ 


n 

dk^-'^ 
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EXTRAIT D’DNE LETT RE A M. GYLDfeN, DE STOCKHOLM. 


SUR LE PENDULE. 


Journal de Crelle^ Bd. 85 , 1878, p. 246. 


J’ai remarque que les coordonn^es y, z de I’extr^mit^ d’un 
pendule spherique sont les ddriv^es de fonctioris uniformes du 
temps dont void les expressions. Considerons en premier lieu la 
valeur de z qui s’oLtient imm(§diatement comme consequence des 
equations fondamentales 

~xY)ty — 

Oil c et h designent des constantes donl la signification est bien 
connue et qui donnent comine on sail 

(Dj!Z)S = 2 -1- c) (1 2*) /i®. 

Nommons a, y les racines rangees par ordre decroissant de 
grandeur, de I’equalion du troisieme degre 

■+■ c) (i —z^) — — o, 


de sorte que a soil positive et moindre que I’unite, ^ moindre 
egalement que I’unite en valeur absolue et y enfin negative et 
superieure a 1’ unite en valeur absolue. Si I’on pose 


/c2 = 


<2-&. 


/C'2 = 


« — T 
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et 

on aura 


Or la formule 


OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


u = n{t — Lq)^ 

oc — s = (a — p>) sin2 am ( li), 
z — P = (a — j3) cos2am(M), 
z — 'i = {a. — •^) tip- am(M). 

^ , , in Q' ( u) 

I /P Sin- am (it) du = -jj — — ^ 

Jo " ' K 0(iO 


permet deja d’ecrire 


z = 




flt/c2K — (a— P)J 
k^-K 


e'(«) 1 

/:=* 0(«) J 


Soil ensuite, en designant par cp un angle arbitraire, 


et posohs 


A = a /(y— a)(Y •+• p) e'’?, 




0(o)H,(«-i-a)) 

H 1 ( u) ) 0 ( a ) ’ 


on aura cette expression 

X -h iy = AD„ '!’( Jt), 


de sorle qu’en ^galant les parties reelles et les coefficients d 
X et y seront, aussi blen que z, les ddriv^es de fonctions a s 
uniqne. Voici maintenant la determination des constantes w ( 
qui entrent dans la fonction Nous avons d’abord 


puis ces formules 



sin2am( w) 


cos2am(w) 


(a"'* — ^ * 

y^(a2-p2)’ 


A 2 am(a)) = 


P — T 


K'HH 


I 


cos am ( la?, k' ) = 
Aain(iir, k' ) = 


cos am (a?, k) ’ 
Aam ( a?, k) 
cos am (a?, k) ’ 


on obtient les valeurs 


sin- am (a, it') 


a- ( [52 — y'-! ) ’ 


cos2 am( a, A'') = 




A2 am (a:, k') 


P — a 


eL d’apres I’ordre de grandeur des quantiles a., (B, y, vous V03'ez 
qu’elles sont, en eflet, Loutes positives et lYioindres que runiU:. 
Mais une double ind^ termination subsiste a I’dgard des signes 
de oj et elle se love par les formiiles suivanles. On a, en premier 
lieu, 

sin am(co) cos am(w) _ ih aPY(* — 

A''atn(a») « 2 (a — [iJ)(Y — [i)’ 


ce qui fixe le signe de m, sa valeur absoliie tilant connue; je trouve 
ensuite qu’on doit prendre 



•xn 


Verifions, par I’elevation an carre, la formule relative w .au mojen 
des expressions donnees pour sin- am (oo), cos- am (o)), A- am (to). 
On trouve d’abord, dans le premier membre, la quantity 

_ Py^(^^ h- P)(P -I- y)(y — y) 

(P — Y)-(^i — «)■' 

et le second, en remplagant ii- par devient 

/,o ■ 

2^- (p_Y)2(p-a)2^ 

il suffit, par consequent, de verifier la condition 


^ — — c, et remarquant qu’on a 

aH-p-l-Y = — c. 


Vous m’avez dit, Monsieur, dans votre derniere lettre 
differentiation des fonctions eUiptiques par rapport au 
pourrait peut-etre servir dans les importanles rechercl; 
quelles vous consacrez vos efforts pour Tapplication de c 
tions a la thdorie des perturbations. Voici a ce sujet les 
formules que j’ai obtenues, et dans lesquelles j’ai po 

abrdger ^ ^ : 


D/t sinam(a?) = 

Dyt cos am (a?) = — 
D/c Aam(ar) = — 


cosam(a:)Aam(a7) f . 

kk'-^ e,( 

sinam(a7)Aam(.a?) T . 0'i( 

L ^ ^ ^ 0i( 

/:2sinam(.r) cosam(a;‘) / 2 n.v,_ 


Si Ton pose, en outre, 

Z{x)= f 

•>'0 

on a aussi 


/f2 siii'2am(a7) dx^ 


DkZ{x)— j-^ [a7A^am(a7) — sin a in {x) cos am (a?) A am (a?) — cos^ani 

M. C. 0 . Mejer avail ddja donnd les trois premieres, m 
line forme differente et en prenant pour variable la quant 
lieu du module, dans son Mdmoire intituld Ueber ratiom 
hindiingen d^r elliptischen Transcendenteriy t. LV 
Journal, p. 821. 


Paris, 8 octobre 1877. 


SUR LA 


THEORIE DES FONCTIONS SPHERIQUES. 


Comptes rendiis de VAcaddmie des Sciences, 
t. LXXXVJ, 1878, p. i 5 i 5 . 


J’ai I’honneur de faire hommage a I’Acaddmie, an nom de 
I’auteur, M. le D*’ E. Heine, professeur a 1’ University de Halle, 
de la seconde ydition d’un Ouvrage intituly : Sur les foncLions 
spheriques. Theorie et applications. Ce sent les applications du 
calciil a la Mecanique celeste qiii ont conduit ci la deconverte et 
a I’introduction en Analyse des fonctions aiixquelles est consacry 
ie beau et savant Ouvrage de M. Heine. Legendre et Laplace, dans 
d’admirables recherches sur la theorie de I’attraction des spbi- 
roides et la figure des planetes, en ont donny les propriytys fonda- 
mentales, et elles ont yty ensuite einployyes avec le plus grand 
succes dans beaucoup de questions iinportantes de Physique 
mathyinatique, et principalement dans la Thyorie de la chaleur. 
Apres ces deux grands gyoinetres, et en suivant la voie qu’ils 
avaient ouverte, Lamy est parvenu a ses belles dycouvertes qui 
ont ytendu a la fois, comme on le salt, le champ des applications 
du calcul a la Physique et celui de I’Analyse pure. Goordonner, 
sous ce double point de vue, de nombreux et importants travaux, 
ceux de Dirichlet, de Jacobi, de nos illustres confryres r_jamy 
et M. Liouville, de M. F.-E. Neumann, compiyter la thyorie sous 
un point de vue essentiel par I’introduction des fonctions de 
seconde espyce, montrer enlin par quels liens ytroits elle se rattache 
aux fractions continues algyhriques et la syrie hypergdomytrique 
de Gauss, tel est en pen de mots I’objet d’un Ouvrage auquel 
I’auteiir a fait concourir lous les travaux de sa vie scientiflque. Un 

■nmnt An ^lPrAmia•nt tvi vfr 1 a nli a t> ^ 


eniiere, composee de telle maniere que I’une des integral 
I’equation differenlielle 


Ja) 

ou I’on suppose 

dll = 


dii'^ 


- 4 - 2 r ( a; )y = o, 


dx 


\/x{x — a\) {x — a<i) . . . {X — ap) 


soit une I'onction entiere et du degre n de \Jx^ sj x — «(, 
\lx — ap. L’auteur appelle cette integrale fonction de Lan 
premiere espece, de degrd n et d’ordre 11 ddmontre I’existei 
trouve le nombre de ces fonctions pour chaque ordre p (§ 
Les integrales de I’equalion diH't^renlielle, qui s’evanouisseni 
des valeurs infinies de x^ ferment les fonctions de seconde es 
Pour p — i^ on a les fonctions ellipsoidales E, introduitc 
Lame lui-meme; et, si I’on fait lat, = rto, elles se change 
fonctions sph^riques de Legendre. Supposons ensuite que les 
duits \x\lx — a^, n\Jx — rta soient finis pour ii infini, on I 
(p. les fonctions du cyLindre eLliptique ; et, faisa 
outre <2, = ao, on en conclut les fonctions de cylindre de rt 
tion. Ges derni^res, introduites par Fourier, en 1822, so 
premiere ou de seconde espece et, dans le premier cas, ( 
forme 


Jv(a:) 


x^ r 

•2.4. . .av L 


2 ( a V 2 ) 


x'* 

2.4(2V-|-2)(2V-t-4) 


Tt 


X 


TT 

g/j?coscp cosvcp do. 


L’auteur les reprdsente ainsi 

Kv(a 7 ) = ( — iy> f cos iv u du — { — i)''Kv( — .27), 

d n 


sous la condition que la partie r^elle dteix soit negative; et 
une valeur reelle de x, il dgale Kv(:2?) a la moyenne arithmd 
eutre Kv(:r H- of) et Kv(7r — of). 

Pour toutes ces fonctions on a des th^or^mes semblabk 
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exemple un theoreine cl’addition, coinme celui de Laplace (voir 
p. 3 12, 333 , 340, 346, 455, etc.). 

Lame a cree ses foactions (^Journal de M. LiouviLle^ t. IV, 
p. 139) en integrant par des produits E(pi).E(p2) [’equation 


ds.\ d-4 


-hn(/i.-+-i)U(pi — pi) = 0; 


el les fonctlons du cjlindre elliptique tirent leur origine de I’equa- 
lion bieii connue 


1 r— -t-X-( COSTCO — cos- i£i)U = 0. 

du'^ acp- ^ 


Pour qu’elle admette une int^grale parliculi^re de la forme 
F{o)¥{iu), il faut poser 

(b) -i- (X* cos!*9 — Z)F(cp) = o. 

Mais la constanle I n’est pas d^finie comme la constante B de 
Lame, par la condition que les fonctions F, du moins dans la pre- 
miere de leurs quatre classes, soient enlieres. La condition est 
alors que chaque integrale de I’tiquation [b) soil une fonction 
p(^riodique de tp, d( 5 veloppable par la formule de Fourier. Si I’on 
repr^sente les fonctions F(cp), par exemple, dans la premiere de 
leurs quatre classes, par les series SavC0S2vcp, la condition n 6 ces- 
saire est que s’evanouisse pour v infini, et I’auteur d^montre 
(p. 412) qu’elle sufdt en raeine temps pour assurer la convex'gence 
de la s^rie. Or est un poljnome entier en du degr^ v, et la 
condition a„ = o donne une Equation d’un degr^ infini. M. Heine 
demontre (§ 104 ) que chaque raeine, jusqu’a une grandeur quel- 
conque, pent 6 tre comprise entre des limites aussi rapprocli^es 
qu’on le veut, et parvient (p. 408) au rdsultat suivant : 

Les constantes ay sont les ddnominateurs Nv des rdduiles de la 
fraction continue 


Les memes coefficients entrent dans le developpement dc 
F((p) suivant les fonctions J (p. dH)? et, en y remplacant les 
quantiles J par les fonctions de deuxieme espece K, on a le deve- 
lop|)emenl des fonctions F(cp) de deuxieme espece du cylindre 
elliplique. 

On retrouve enfin les memes valeurs (p. ^ trans- 

forme, par une substitution orthogonale, la forme quadraliquc 
d’un nombre infini de variables, 

b({ .xj-+- 4 ir| -+- 9a;| -f- . . ,) — ‘i(XoXi-h . . .) 

en une somme de carres , et ce resultat 

pouvait ^tre prdvu, d’apr^s une proposition analogue concernant 
les fonctions de Lame. 

Dans les deux cas, le polynome homogene du second degre a 
transformer a la forme singuliere 

2l^biXiXi+i. 

La demonstration des theoremes ainsi que les rdsultats dans la 
thdorie de la transformation orthogonale sont plus simjDlcs h 
regard d’une telle forme singuliere que dans le cas general. Oh 
peut metti’e cette remarque a profit, Jacobi ayant clemontrd 
{Journal de Crelle etde M. Borchardt, p. Sp et 69, p. 290 et i) 
que loute forme quadratique peut etre reduite par des substitu- 
tions equivalentes a cette forme particuliere, et une Idgere modifi- 
cation de la methode de Jacobi permet de demontrer qu’on pent 
obtenir cette transformation au moyen d’une sdrie de substitutions 
orthogonales tres simples, les coefficients s’exprimant par de.s 
racines carrees (p. 480). Ges memes remarques ont ete faitcs 
d’ailleurs par M. Kronecker dans un Mdmoire publie dans les 
Comptes rendus de U Acadeniie des Sciences de Berlin^ 1878, 
p. loo, et dont I’auteur a regu communication pendant que s’im- 
primaient les derni^res pages de son livre. 


SUR L’INTEGRALE /' 


Atti della Reale Accademia delle Scienze di Torino, vol. XIV 
(stance du 17 novembre 1878). 


L’application des precedes ^UmeiiLaires de Fint^gration des foiic- 
tions rationnelles aux quaniitcs 



x^" 


dx 


ei 


/ 


x~'> — x^i> 

X^m— I 


dx, 


ou m, n, p sont des nombres entiers, conduit facilement aiix for- 
mules 


/ 


i -i~ z sin an ^ 



1 

— dz = 7t( CO tan — cotbi:), 


et si Ton suppose b =: i — a, la seconde devenant 


X 


■dz — iTZ cotan, 


on a sous forme d’intdgrales ddfmies les expressions des fonc- 
tions et colan, pour des valeurs de I’argument comprises 

entre z^ro et I’unitd. Ces expressions peuvent servir de base ala 
fois a r^tude des fonctions circulaires et ^ celle des intdgrales 
euldriennes, en etablissant une transition naturelle entre la thdorie 
des deux transcendantes et montrant le lien ^troit qui les rdunit. 
En ce qui concerne les fonctions circulaires, je m’attacherai prin- 
cipalement a la formule 


I 2a 

n cotan = 1 

a • a* — I 


2 a 


a '^ — 4 


%a 



reraplacant a par ^a, oa suppose a intmiment, grand. J^a dmi 
premier membre est, en effet, — i- on -I- /tt, suivant que a 
positivement ou negativeinent, et depuis longtemps Eisenst 
fail la remarque que la s6rie ne conduit point a cette limi 
donne lieu ainsi a un paradoxe que je me propose d’explic 
Relativement aux integrales euleriennes, j’aurai .surlout pour 
en suivant une indication rapidement donnee par Cauchy 
son Memoire sur les integrales prises entre des limiles ii 
naires (p. 45), d’obtenir la relation 


logr(a) = i^a — ^ j lo^a — a -f- log r: 

j'^ {‘ 2 . — x) — -2 — X 


x-{ \ — e-‘^) 


dx. 


demonlree par le grand Geometre dans les Noiis'eaux Exer 
fV Analyse eL de Physique niatheniatiqae (t, II, p. 3S6), 
resultats se rapporlant aux fonctions circulaires et aux inte^ 
etd^riennes, vont s’ofi’rir comme les consequences successives i 
m^me analyse, qui metlra ainsi en evidence la liaison et ben 
nement des theories des deux genres de fonction. 


I. Je commencerai par faire voir que des relations 


/ 


~a—l 

dz = 

I “f- z 


■K 

sin aiz’ 



dz = -XTz cota-r:, 


la premiere est une consequence de la seconde, el en decoul 
suite de begalite 

"X 

— = cota-TT langaTT. 

sinaa-ru ° 


Ayant, en effet, 




dz 


2 71 jTcotaTr 


-+- cot - 


nous ecrirons 


1 





r. 




ib-”- 


de sorte que 1 integrale sera ramenee a la iorme 


r “ ^"-1- 

'J II 


■dz. 


I -f- 5 - 

Cela etant, il convient d’y remplacer z par elle devient ainsi 


£ 


dz. 


Or, il est visible que les deux quantiles 

rr 


dz Cl 


f 

Jo ' - 


sent dgales : la premiere se raineiianl a la scconde par le cliange- 
inent de ^ en -• Si Ton remplace a par -j nous obtenons done bien 


la relation 




- 1 

dz — ^ 


•jr V 


D’apres cela, je me bornerai pour abrdger a consicMrer I’int^grale 
ddfinie, qui represenie la colangente, el j’y introduirai encore 
les limites zdro el I’unitd, au lieu de zero el I’infini, En faisant, en 
elFet 


— z~"- 


dz 


-£ 


dz ~ -iiz coiaTt, 


el reinarquant, coinme lout a I’heure, que la seconde intdgrale 
se ramene a la premiere par le changement de ^ en nous 
aurons 


j r ' 5«~i • 
n ~~£'- 


dz — Tz coiaTt. 


Posons, en efTet, z~e^, et Fon se trouve amend celte nouvelle 
forme 

• ** gcix gKi-~a)x 


f e«aj_ eii-i 

J i — 


dx — TC COtaTT, 





Oj U.C jjailCJ-. JLJJH A C t. 3 0 1.1 LUIX L- OLll \ 1^0 J 

fonclion de Jacob Bernouilli, de sorte qu’on ail pour a entier 

S ( a )« = ( a — I)" -+- ( a — 9 . )" H- . . . -+- I 'S 

nous avons en elFet 


oax fi(l— a)a: 


I — Q-a — 2 , S (a), — 9 S(a)4 - -■ — . 

' ^'1.9 r. 2 . 3.4 




\ . 2 . . . 2 n 


La formule relative a 1 ’inverse du sinus, a savoir 


ou bien 


Jo ^ 

/ 


i — 


qCix ^ g[\—a)x 


1 -i- e-*-’ 


dx = — 


sin ait 

, g«a:_|_ 0{l—u)x 


conduit a une remarque analogue, la quantity 

la s^rie 


doni 


1 4- 2 S(a), — + 2 S(<.)., +. . .+ '2 S(a)„. _ — 


ou 


S;(a);i= (a — i)« — (a — 2)"+ (a — 3 )« — . . .zhi", 
lorsque a est entier ('). 


2. Le d^veloppement de la cotangente, sous forme d’lme s 
infinie de fractions simples, est a bien des dgards d’une grande 
portance en analyse, mais plus particiilierement peut-dtre, cor 
ayant ofiert le premier exemple d’un mode d’expressioii d 
fonction pdriodique ou la pdriodicitd se trouvait mise en dvide 
Et c’est sous ce point de vue qu’elle a dtd I’objet des recher' 
d’Eisenstein en servant de point de ddpart a la thdorie des fonct 


( ’) Les polynomes S{a)^^ s’anaulent pour a = o, a =1, et possedent la i 
propri^t^ que les polynomes 8(^)2,,^, de ii’avoir entre ces limites qu’un 



elliptiques qu’a donnde I’illustre gdoinetre. Or la formule 




dz = IT COlaTT 


conduit immediatement a ce developpemenl. En remplacant dans 
I’integrale - ■ -- - par I’expression 

1 -t- 2 -I- -H . . . H , 

I — z 


on en tire en effet 


I r I 

'ircotaTT = 1 1- . . .H 

a a ■+■ i a. /I. — i 




Nous representerons pour abrdger par S/^ la somme des fractions 
simples, et par le reste, de sorte qu’on ait 


S„=--H ‘ 


a a -hi 


(i-h /i — i ) — a 2 — a 
■}.a I 


a — I 


et 


rt* — ( /I — I Y n — a 

— z-o- Z’ ® — e'l 

= / zn dz= : 


e" -^’ dx. 


Je me propose inaintenant d’dtablir que pour une valeur imagi- 
naire quelconque de I’argument, <2 = aH-«(3, R,*, ou plutdt son 
module, a pour limite z^ro quand n croit inddfiniment. A cet efifet 
je considdrerai I’intdgrale 



~ gi.ix+i^}x e(l— a— /p)a; 

I — 





qui est une limite supdrieure de modR«, et en distinguant deux 
cas suivant que a est ndgatif ou positif, je I’dcris successivement 
sous ces deux formes : 




L 


J 


Gela pose, je dis, a I’egard de la premiere, que la ])lus gran 
valeur du module de — — :: — ! — , entre les limites de Tin 


I — 


grale, est donn^e a la limiLe sup^rieure pour a; = o. Ge maxlmi 
etant done \/( 2 a — i)- H- 4 nous pourrons ^crire, en design: 
par e un nombre inferieur a I’unite, 


mod R,i = E ^/(aa — 4 fi- , 


Je mets, pour le demontrer, I’expression 

■ g(i -’a-£p)x 


mod^ 


1 — 

sous la forme suivante 


I — % cos’ipa; g(2-4a)x 

(i_ex )2 ■ 


" 1 — g'i-2a>x" 

- r sin [Bar 

1 — e-*' 



nil 1 • , [— <?U-2a)X 

et je remarque d abord que la quantile — j oh b 

— _ ■■ en prenant z = e^^ est tonjours pour des valeurs d 
Inferieures a I’unite, au-dessous de la limile 1 — 2 a, qu’elle attc 
poLif = I . On verifie en efTet I’inegalitd 


ou la suivante 


3 l- 2 « 

< 

I — Z 


— 2 a, 


I — ^'- 2 a — (1 — 2 a) (1 — 4; ) < 0, 


en observant que la deriv^e du premier membre est la quan 
positive (i — 2a)(i — Ge premier membre va done en cri 

sant depuis la valeur negative 2 a qui eorrespond a z — o, p 
aboutir a une valeur nulle a la limite sup^rieure ^ = i, etreste 
consequent negatif dans I’intervalle. 

Ge point ^tabli, je passe a 1 ’ autre terme, j’y remplace sin 
par [ 3 ^, ce qui en augmente la valeur, et apr^s I’avoir dcrit 


1 





ou encore 


- .r 

— e - 


je remarque que la quantite -j — ~ — — croit de zero a I’unite 


-.r 

e* — e 


lorsque x varie cle — co a o. C’est cc qii’on reconnait immddiate- 
ment en ddveloppant en serie le ddnominatenr, car on obtient 
ainsi I’expression 


[ -+- 


I . 'i . 3 ,j ] . 'i . 3 . 4 . 5 1 G 


On en conclut, le factenr aLteignant lui-m^me sa plus grande 
valeur pour x = o, que pour ce second Lenne coinme pour le pre- 
mier, le maximum esl encore donne en faisaut x==o, ce qui 
demontre le rdsullat annonc^. 

Nous obtiendrons a I’egard de I’expression 

g{ia.+i[i)x — eVa.r _ ^ COS j3 X gin- 2 a). <92.r 


lod^ 


I — e-^' J ( i — e^')^ 

line conclusion toute pareille, en la ineLtanL sous la forme 


r eia.x — ^rsin^a; 

L I — J L ^ 


g(n- 2 a).r. 


Qiax. 


Nous n’avons en efTet qu’a considdrer la quantiLd 
^2a z • 

OU ) la variable ;; croissanl de z 6 ro a I’unltd; mais deux cas 

1 — z ' 

sont maintenant ^i dislingiier. Supposons d’abord 2 a-< i de sorLe 
qu’elle soil positive, nous prouverons qu’on a 


< I — 2 a, 


ou bien 


s 2 a. 


(I — aa)(i — 3 ) < 0 , 


en remarquant que le premier membre prend les valeurs 
— (i — 2a) et o, pour ^ = 0, 5 = 1, et a pour d^rivde la quan- 
tity positive 



LlUli 


rSa 


< '2 X — I 

I — Z 


se verifiera absolunient de raeme. 11 est done ainsi d^montre qii 
maximum du module des deux expressions introduites, en sup 
sant successivement a negatif eta positif, a pour valeiir 

/(i — 4 p-q 


de sorte qu’on a dans la premiere hypolhese 


mod R,i: 


£ /(l — 2 a)2-f- 4 


et dans la seconde 


mod R„ = 


_ £ /( r — 2 a ) - -1- 4 


Ces expressions, du reste, dans le developpement en seri( 
fractions simples de la cotangente, etablissent en toute rigucii 
convergence de cette s6rie; elles montrent en effet qne pour 
valeurs aussi grandes qu’on le veut de a et (B, mais finies cepend 
R /2 est nul si I’on suppose n infini. Mais on voit en m^me Le 
qu’on n’est point autorisd a faire usage de I’expression 


— 1 — -+- -h . . . 

a — 1 a- — 4 

pour des valeurs infinies de I’argument; dans le domaine dc 
valeurs, la definition de cotan: par la s^rie olTre en effet une la( 
que la consideration du reste permet seule de combler, coi 
nous aliens le faire voir. 


3. Je dis en premier lieu que la limite de S,j est indeterm 
lorsqu’apres avoir remplace a par ia on suppose a la fois n 
infinis. Revenons en effet a I’expression 

2 a r 

a - — (rt — 1)2 n — a 

ia I 


a — 


+ . 


a 


a - — I 


H-. . .-f- 


a2 — 


Tt “I— Ct 


■ C. 1 2 <a! 

Ij/i — — - 4 - 


a a ^-\- 1 


a- -h n- n -h la 


bolt mamtenant, en supposanta positif - =dx^ designons aussi 
par X la limile du rapport ~ lorsqu’on fait croitre n et a indefmi- 
ment, de sorte qu’on ait ^ = X; nous pourrons ^crire, en 


negligeant ~ et — r-j 
° a n la 


«S» = 


2 dx 


• >. dx 


I -t- dx"^ i-^{idx)'' 




2 dx 


{n dx )- 


De cette expression r(^suite imniddia Lenient, comme on voit, la 
vaieur cherehee 

,x 


iS, 


r '' 2 dx . 

, = I T = 2 ai'c tancX 

J. ‘ -f- ^ 


qui d<ipend de la quantity enlierement arhitraire X. 

Ce point <^labli, cherchons ce que devient Tinidgrale reprdsen- 
tant le reste, 




gax g(.l~a}x 


qX 


C'lx dx. 


Pour cela je reinplace a par fa, n par Xa, ce qui donne d’abord 




Aax p{l-ia)x 


I — e*' 


dx., 


puis en changeant de variable et posant x = — 




dt. 


a(i — e") 

Maintenant on obtient pour a inliiii la vaieur 




sin t 


dt 


arc tang;r; 

A 


et I’on en tire la relation 

R,i) = 2^arc tangX 4- arc tang^^ = tc 


1 1 

imm^diaLement donnde en integrant par rapport a a les deux 
membres de I’equation 


I aa 

7U cot Ct TC — — “H ’““T H” • 

a a '^ — 1 


R«; 


on obtient ainsi 


log- 


= logrt+ log( I ) -h log ( I ) -H. . . 


+ log / I _ ) log ( I — n J -f- 


si I’on pose 




g(l— qx j 

x{ \ — e^) 


e"*’ dx. 


Peut-^tre n’est-il pas inutile de donner encore pour R'^ une 
limite sup^rieure montant que cette quantite est nulle en siippo- 
sant n infini, quelle que soit la valeur r^elle ou imaginaire 

a = a -t- i/p. 

Posons a cet ellet, pour abreger, 

gt<^_j_ gU — et)j: gx j- 


/(^) = 


a7( [ — e^) 


jeremarque qu’on peut dcrire en ajouLant et retrancbant au 
nuinerateur 

f(x)= — ^ i: 

^ x(i — ex) x{i — e«) 

On en d^duit par une proposition connue, 

I 5 (1 — 

[e- — e- J 


mod f(x) < mod • 


e~ 

x{i — e^) 


mod 


e~ — I 


x{i — e^') ' 


c’est-a-dire 


mod/(.^') < 


qo-x — 9, _|_eii-a)a; — , 


x(e^ — I ) 


L’expression suivante 


£ 


- a* 

® gaa; — 2 005^07 6' -t- e'*' 


-a)jc 


x(e^ — i) 


® ( „2 


e"^dx-j- I LLgwar 

J_ a7^c^•_ I) 


dee 


r 

estdonc une quanlite siip^rieure ^ I’inldgrale / mod/(x) da; 

et a plus forte raison au module de R'^. Or en considdranL 
d’abord la seconde des int^grales qui y entrent et qu’on pent 


ecrire ainsi 


1. 


dcp, 


-.r* 

— I 


r- entre Ics 


/ 1 ' 

> 2-^ 
x\e-‘ -i-iy 

je remarque que le maximum de la fraction — ^ . 

1) 

limiles de rintegralion est donn<5 a la limite supdrieure en fai- 
sant :z! = o, Mellons en elfet — a; au lieu de a?, elle gardera la 
m^me forme, et I’inegalite 


ou bien celle-ci 


.T \e^ -H I / 


<f 


— i)<a7(e^ -v-i), 


se v^rifie imm^diatement par le d^veloppement en serie, le coefii- 
cient de dans le premier membre ^tant 

4 


ei 


I . 2 . . . u -h I I . '2 ... n 

dans le second. 

Passant maintenant a la premiere int^grale, j’emploie la decom- 
position suivante 


r 1 






qui nous conduit a deux termes, dont I’un ^ — at 

^ 1 ) 


encore son maximiiin pour x=:o. Si on I’angmente en efi'e 


remplagant sin^^Ba? par il se r^duit a I’expression — — 

]e maximum a ete obtenu plus haul, et ce resultat joint au pi 
dent montre qu’on pent poser, en designant par e un nombre 
petit que I’unitc 


4 sin- 1- jB 37 


x{e^— I) 


e'‘^ dx 


Quant au dernier terme qui nous reste a considerer 
r 1 1 '12 

5 a.c - II - a)x 

\e- — e- ( 


a?(e-^ — i) 

nous I’^crirons sous I’une ou 1 ’autre de ces deux formes 


1 l(i-2a)aP 



[i — J 

el 

gxx — g2 J g-ax 

x(e^ — i) 

x( e-^ — i) 


suivant que a est negatif on positif, en mettant en dvidence^ co 
facteurs des exponentielles, des quantitds ayant leur maxi 
pour X = o. En nous bornant par exemple a la premiere 
abr^ger, il suffit de la decomposer ainsi 

i(i— saix 1(1 — 2 a) a’ 

I — — 1 

X ; 

1 — e-^ X 

on retrouve en effet dans le premier facteur I’expression 
r^tude a 6 te dQa faite, et Ton vdrifie facilement que le sc 
augmente de zero k quand la variable augmente de 

0 . 

De la resulte que nous pouvons poser 


SUR l’ INTEGRA LE 


/' 


Z«-' — z-a 


cZz. 
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pour a negadf, et 




-ax - a — a] X 

e- 


x(e^— r j 


e«^o?a; = j\^n-a)x dx, 


quand a est positif, yi designant un nombre < 1 . Suivant ces deur 
cas, nous parvenons done aux expressions suivantes qiiejeme suis 
propose d’obtenir : 


et 


modR'„.= 


11(1 — 2a)^ 
4(/H- a) 


£(4P^-hi) 

4« 


mod Rii = 


•irj(l — 10 .)- 
4(/l — a) 


4rt 


Elies donnenl Ja formule 


sin atz = ira 





J 

a 

I H 

n 


el par consequent une demonstration rigoureuse du developpe- 
ment du sinus en produit d’un nombre infini de facteurs. 


5. Les integrales R« el R', sont des cas particuliers de cette 
expression plus gendrale 


L 


0 


4>Ca7) e'‘* dx^ 


qui ofFre des circonstances sur lesquelles I’attention a ete appelde 
pour la premiere fois par I’etude des integrales Euleriennes. Nous 
allons voir qu’elle donne lieu ^ un developpement en serie proce- 
dant suivant les puissances decroissantes de n,mais que cette sdrie 
est'necessairement divergente pour toute valeur de cette quantite, 
si grande qu’on la suppose. 11 en resulte qu’on ne peuten employer 
que les premiers termes, avec I’obligation d’avoir une limite supe- 
rieure du reste permettant d’apprecier pour quel nombre de termes 
il est le plus petit possible. Admettons que pour x infiniment 


mule elementaire 


On en lire en effet 


en posant 


J' ^(x) dx = Si±: J ^^{x)e"^dx, 
c _ 41(0) 4 >'(o) <I>"(o) . ..'*>‘■-‘( 0 ) 

Oj _ — 1 _ , . — — ly , 


et nous aliens voir que celte serie prolong^e ind^liniment est cli' 
gente, an moins dans tous les cas on <1>(;2;) n’est point une fo 
tion holomorphe. 

Soit en eflet 


^{x) — AoH- Ai^? 


SOUS la condition que ce developpemenl cesse d’etre converg 
a Texterieur d’un cercle de rayon p. C’est dire que h.f( est d 

forme tendant vers une limite finie lorsque k augmt 

ind^finiment. Or ayant 

^ Ik 

i . 2 . 3 . . . /c p/*' ’ 


on en conclut pour le lerme general de S/, cette expression 


1 .2.3. . ./ca* 

( /z p ’ 


et la divergence est rendue ainsi ^vidente, puisque ces ten 
angmentent indefiniment a partir d’une certaine valeur de k. IV 
la conclusion que nous venons d’obtenir pourrait ne plus avoir 
si ^tait, dans toute I’dtendue du plan, ddveloppable en S' 

convergente. En supposant par exemple 


et par suite 


<t>(a;) = A B . . , 


0 

/ ^(x)enxdx = 


A 


B 


-4- . . . . 


3{i~a)x 


■i. S(a)2 


2 S(rt)v 




I . 2 . 3 . 4 


on obtient pour S/ cette expression 


S 


2/H-l = 


I ia 2 S ( (2 )2 

n 


2 S((Z)4 


2 S(a)2,- 


qui doit finir par devenir divergente, la fraction - — j — — 

n’^tant pas en g'^iu^ral sjnecticfue. Mais si I’on suppose que a soit 
un nombre entier, elle change de nature; elie prend, suivant qu’il 
est n(^gatif ou positif, I’une on Tautre de ces deux formes 

[ ( _|_ g4x_|_ _ _ _ _j_ J 

[i -f- ~h j gt/i— «)« j 


et alors la sdrie cesse d’(^tre divergente en ayant une somme finie, 
lorsque n esl en valeur absolue plus grand que a. 

La tlidorie des int(^gralcs Eul(^riennes, ^ .laquelle j’arrive mainte- 
nant, va nous donner de nouvelles et importantes applications des 
monies considerations. 


6. Nous rattacherons cette theorie a I’etude de I’iiitegrale 

. clz, 

I — ^ 

en developpant une idee jetee par Cauchy dans son Memoire sur 
les integrales definies prises entre des limites imaginaires (p. 45)? 
et dont le grand geometre se borne a tirer, lorsque n est un grand 
nombre, la formule de Laplace 

1 

' r(n) ’ 

mais c{ui a une portee plus etendue, comme on va voir. 



iicvciiun:) a la leiauun 


I sinaTC , , ^ , / a \ 

log — - — = loga -H log(i+ a) + . . . + log^ IH- -+- R', 

-r- log(i — a)H-log(^i — 

et integrons les deux membres entre les limites <2 = 0 et a = 
Les formules elementaires 


logx dx — ct;(logx — i), 
log 1 ^ 1 f/a? = (a? -f- yt) Jog 




nous donnanL 


j l logada= I log(i — a) da = — i, 
0 ’'n 


puis en general 


/’h 




k -+■ I 


da = {2/c 1) log ^ "/f - — 


on aura dans le second membre, pour la somme des integrales 
logarithmes, la quanlil^ 


— 2/1 -h 3 log 2 H- 5 (log 3 — log 2) + ...-+-(2/1 — i)[log/i — log(/i — 
ou bien en r^duisant 

— 2/2 — 2 log(l. 2 . 3.../2 — l)- 4 -( 2 /l — l)log/2. 

On tire ensuite de I’expression de a savoir 

® gaar_]_ g(l-a)a: — gx — j 


K=f_ 

par un calcul facile 


.r(i — e^') 


dx, 


J^\',da= J' 


e^(2 — x) — 2 — X 


x^{i — e^) 


dx. 


■ . r\ sinaTt 


que nous obtenons ainsl. Soil pour uii moment, 


f{a)= !' 


on aura aisement ces relations 




/(«) =/(f) -+• log -2 TI, 


et nous conclurons de la seoonde 


J f(a) da da f( ^ log2Tt. 


Mais les deux integrales du second membre sont dgales, et I’on 
pent dcrire par consequent 


f f{a)da^o. f /(^'j-l-log; 
• ■ 0 '^0 ^ / 


Kcmarquant ensulle quo la premiere I'elalion nous donne 


f f(a)da— 9. f f(a) 
J 0 '-■'o 


et qu’on a evidemment 


f f(~') ~ [ /(®) 

'■0 \ / i/ft 


nous conclurons la valeur cherchde 


Z’ sina-rc , , 

/ log da — — loga -k. 


All moyen de ce rd-sultal, on parvient la relation suivante 


log '2 7t ;= — an — -2 log f 1 .2.3. . .(n — i)] -f- (an — i) logn 


e^{9 — x) — '2 — X 


x'Hi — e^) 


dx. 



e'‘^t 


log[i . 2 . 3 . . .{n — I )] 


e^(2 — cr) — 2 — O' 


~ ~ ) — /i + log /air -h ~ f 

\ 2 / ^ ^ „ a?2 ( I — e-^ ) 

et nous allons en exposer les consequences. 


7. En premier lieu nous avons une demonstration rigourei 
de la formule de Laplace par cette x'eniarque que le maximum 
la lonction ^ pour = o, et a par conseqiu 

pour valeur^" Afin de considdrer des valeurs positives dela varial 
mettons en elFet — . 2 ? au lieu de a?, ce qui n’en change pas la valei 
et nous verillerons sur le champ I’inegalite 

an-a? — (a — cc) <. (e -*^ — i), 


par le d^veloppement en serie, car on trouve pour le prem 
memhre 


2 - 4 -a? — (a — x) %- + ...H 

' 6 1 . a . . . n. a 

tandis que le coefficient de dans le second est ^ qui 

^ I , a . . . ^ 


evidemment superieur a — ^ — II suit de la qu’on p< 


ecrire, en designant par e un nomhre < i , 


L 


e^(-2 — x) — a — X 


dx 


— y.f e'>x dx = - 

J- == *> 


()/i 


x^([ — e^) 
et qu’on a par consequent 

log r( ;i) = log /i — n -f- log v/aTu — 

En second lieu j’dtablirai que si Ton remplace dans I’egalite 


ta /t 


logr(n) = log /I — nH-log/aTu-!- - ^ 


e^(2-x)-2-x 


X“(i — e^) 


le nomhre entier par une quantite quelconque a, et qt 
pose 


F(a) = (a — loga — a -f- log -t - ^ 


” e^(o. — X) — a — X 


x-(i — e^) 




, 1 ' ' / — 07 j — -A — cr , 

F (a) = loga f — / ; dx. 

^ ‘ ” ia 1 J x{\~e.^) ’ 


puis 


F"{a 


I I t r' 

= 1 -+- - / 

a -1 « •>. J__ 


e^{i — x) — •}. — X 

f - 


e"-* dx. 


Or on obtient; un d^veloppement en serie de cette quantity, en 
remplagant ^ dans I’inL^grale, par la progression ind6finie 
1 _l_ ga' -f- . . . - 1 - e"^H- . . . ; les intdgrales de chaque lerine r^siiUeiiL 
de la formiile suivante 


t 

/ \ e^i'i ~ x) — '2 — a? 1 dx =. 

' {(! -A- ny- 


{a n \ 
2 


Cl -H fi (I I 


et I’on en conclut aiseinent ceLie expression 


F"{a) — 




{a 



qui est pr^cisementD^logT(a).Lesdeux fonctions F(a) cllogT(a) 
ne pourront ainsi diffdrer qne par un biiiome dii premier degre 
en a, et com me elles sont 6gales pour touLes les valeurs cntieros 
de a, on voit, comme nous avions pour but de 1’dl.ablir, qii’elles 
sont idenliques. 

La ddcoiiverte de I’equation quc nous venous de ddinontrer esl 
due a Binet (jui I’a donnde dans son beau Mdinoire intituld Su/' 
les integrates d&finies Eidiriennes et, tear application d La 
theorie des suites, ainsi qE d V evaluation des fonctions de 
grands nombres (^Journal de VT^cole Poly technique, t. XVI, 
p. laS). Elle a <^td ensuite le sujet des rccKercbes de Caucliy 
qui y a consacrd une partie essentielle d’un travail d’ line gi'ande 
importance, publit^ dans le Tome IJ. des Nouveaux Exercices 
d’ A nalyse et de Physique mathematique, p. 384, sous ce titre : 
Memoire sur la theorie des intdgrales definies singuli^res, 
appliquee gineralement h la determination des iiit&grales 
definies, et en particulier d I’ evaluation des integrates Eu.le~ 
riennes. L’analyse un peu longue du grand g^ometre pent dtre 


annees aiiparavant; et c’est I’etiide de la courte indioation donne 
a ce siijet dans le M^moire sur les intdgrales infinies pidses entr 
des limites imaginaires, qiii in’a conduit aux recherclies f|u’oi 
vient de lire. 


EXTBAIT D’UNE LETTRE A M. BRIOSCHl. 


SUR L’EQUATION DE LAME. 


Annali di Matematica pui'a ed applicata^ 
2® serie, t. JX, p. 21 -24. 


Vous ne serez done pas surpris qne je sols parvenu de mon cote 
a I’equalion diir(^rentiel]e du Iroisieme ordre 

z"' % p z" {p' ‘X q) z' •x{q' 1 pg) z — o 

doni, les solutions sont les produits de deux solutions del’dquaLion 
du second ordre 

f^py'-^qy = 0; 

mais je I’obtiens sous une forme un peu dilT^rente, en prenant 
pour point de depart I’equation 

(1) 2.Ay'-i- A'y = Bjk. 

Un calcul facile me donne 

(2) 2 A.z"'-+- 3 A'3"-f- S." z' ~ .[ Bz'-\~ zB'z, 

et voici les consequences que j’en lire. Faisaiit dans I’dquation de 
Lamd, sn-a?= t, on obtiendra pour transformee I’dquation (i), ou 
Ton prendra 

A = i (i — i) 

2 B = n( 71 -h i) /f2 / -f- A. 

Les functions A et B dtant ainsi de simples polynomes, du troi- 


A ' 




L' 


[2 pip — i)ip — 2,) gpip — i) + 6 p —{ap-^i)(n^-\- n)]k-zP- 


or on pent mettre le coefficient de zP, sous la forme 
(ip -hi)(p — n)ip n -h \)] 


il s’aiinule done en faisunt p = ;i, et en adoptant cette valeu 
I’equation est satisfaite si I’on pose zP~ const. L’^quation (a) p 
consequent admet pour solution un polynome entier en t ( 
degr^ /i, s = F(^), et les conclusions auxquelles vous ^les parvet 
pour n = 1 s’etendent d’elles-memes au cas ou n est quelconqu 
En elfet, deux solutions jy, ety^ de I’e^quation (i) sont li^es p 
la relation 


dyx 
- dt 


^ ^ Sl, 

dt ’ 


oil C est line constante, et en y joignant la condition 





diy\.y%) 

dt 

= ^2 

dy\ 

dt 

-t- r: 

II 

’(0, 

on 

en 

deduira 









dy 

\ — i 

2 

F'(0-^ 

C ' 
/A, 

3 

71 

dyz I 

dt 2 

F'(0- 

et 

par 

suite 







I 

dY\ 

I 1 

rF'(d 

C 

1 


1 

dyz _ I 

rF'(0 

3^ 

dt 

2 

_F(0 

/AF(0j 

3 


dt 2 

[f(o 

d’oii enfin 








(3) 

y 

■ = Ge 

irrrN 

-I-G' 

1 crF'(/i 

' 

\/AFl/)J 


/A 


en designant par G el G' deux constantes arbitraires. 

Void maintenant, a I’^gard de la constante C, une remarc 
essentielle. On tire aisement de I’^quation (2) la suivante 

(■f) P^iizz" — z'-)-\-\'zz'=‘xBz'^ — N, 

et ce resultat se verifie sur-le-cliamp en diffdentianl et dixis 
les deuxmembres par Mais a la solution spdclale de cette eq 


sun l’eqbation de lame. 
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tion qui est donnee en prenanL pour z le polynome F(i), corres- 
pond une valeur enti^rement d^termin^e de N. Qu’on attribue 
en efFet a la variable £ pour valeur particuliere une racine de 
I’eqiiation y, = o, nous aurons en meme temps .3 = 0 , z' = y'iy2: 
done N = Or en attribuant celte meme valeur a t, dans 

I’equation 




dy\ 

dt 


•ri 


dyyi _ 
dt 


vous voyez qu’on en conclut G = 5 nous parvenons par 

suite a cette expression C = y/N, et tout se trouve par consequent 
determine dans la formule (3) qui donne ainsi la solution complete 
de I’equation de ]-,ame. 

Vous reconnaitrez maintenant sans peine qu’en posant N — o 
on a Jes valeurs particulieres de }i auxquelles correspondent les 
solutions qui, a I’egard de la variable a;, sont des functions doiible- 
inent periodiques, mais en laissant de cote ce point, je vous indi- 
querai une derniere reinarque. L’equation (4 ) mon tre qu’en suppo- 
sant N difl'erent de zdro, il est impossible d’avoir a la fois 
F(^) = o et F'(^) = o, de sorte que la premiere equation n’a que 
des racines simples. Soil t — x I’une quelconque de ces racines, 
et faisons 

-i- =y ! 


Si nous ddsignons par T la valeur de A pour ^ = t, de sorte que 
I’equation (4) donne 

TF'2(t) = N, 

on en con dura 

/n /n — y 

F(0 ^ 2u — T) ~ 2u 


et par consequent 


F'(0 

F{t) 


y/N 

v/AF(f) 


_v/T 

\/h{t — x)_ 


/a -I- y/T 
y/A(^ — ^) 


I 


if 


/A-f- /r 




=/ 

=/[ 


sn a? cna; dn a; -t- sn w cn to dn lo 


sn-a7 — sii2 to 
— to) <d' (x) 


dx 


W{x — to) <d'{x) 0'(to) 
H(a 7 — to) 0(a7) 0 (o)) 


dx 


(vojez Comptes rendus, p. jo86). Soil pour plus de clarte o),, 
CO2, . . . , CO/; les n determinations de ta qui correspondent aux 
cliverses racines t, et qui ont €16 choisies de telle sorte qu’on 
ait = snto cnw dnto, en excluant comme vous vojez la suppo- 
sition = — snw cncodnw, nous parvenons a ce resultat 





dl 


H(a? — toi)H(a? — t02)...H(.r — (o,i) 
0'qa;) 


©'(to) 


et il est clair qu’on aurait semblablement 


1 r\P'U) y/^ ] 

f-J L*’'''' AnoJ' 


H(a? •+• toi) H(a? -V- to^) ... H(a7-4- to,;) 
0"(a7) 



0 '((■)) 
0 (a>) _ 


Cette methode pour intdgrer I’dquation de Lame se trouve dans 
les feuilles lithographiees de mon cours de 1872 ci I’Ecole Polj- 
technique 

17 decembre 1877. 


(') Voir page 118 de ce Volume. 


E. P. 




STJR UN THEOREME DE GALOIS 

UELATIF AUX 

EQUATIONS SOLUBLES PAR RADICAUX (‘). 


J.-A. Sebuht, Algebve siip6iieure^ t. II, 5 “ edition, p. 677-G80. 


Etant donnees deux quelconques des racines d' une iqualion 
irreductible dedegre premier, soluble par radicaux, les autres 
sen deduisent ration nellement . 

Lemcmk I. — Solent 

Fi-r) = o 

une equation irreductible de degre quelconque /i, et 

iCo) ^\j ^2i • • •) 1 

ses n racines. Si toutes les fonctions des racines invariables 

/ A I \ 

par les substitutions de la forme Xkt ou ( ^, j indices 

etant pris comme fait Galois, suivant le module ^^) sont ration- 
nellement connues^ on pourra determiner ration nellement une 
fonction entiere ^{x) du degre n — 1 , telle qu’on ait 

a?i = <p(^o), = 9 (a?*). •••? = cp(a7„_a). 


On a, en effet 


y (^) ^ ^ £i_, 

x — x^ F'(a7o) X — Xi F'(a;i) x — Xa-\ F'(a?,i_i) 

il est evident que ®(^) sera une fonction entidre du degre jx — i 
en X et que ses coefficients seront des fonctions des racines inva- 
riables pai' les substitutions de la forme Xh-, ; on voit aussi 
imm^diatement qu’on a 

cp(a7o) = a7i, cp(a7i) = a72, 

ce qui demontre la proposition dnonc^e. 

Lemme II. —-Si une equation irreductible de degre premier n 
est telle que toutes les fonctions des racines invariables par 
les substitutions de la forme x^^ et de La forme a?;;., x^i^^ 

p designant une racine primitive de /?, soient rationnellement 
connues, on pourra determiner rationnellement une fonction 
entiere de f(x) de degre n — i, telle que Von ait 

(xi-hXxp 4-X2a?p« -H. . .-H X«-2arp«-> )«-i = (p('i7o ), 

(iCj + Xa7p+i -+- X®a7pa-f-i -1— . , . X'*—®a7pn— a-)-i = (p ( 37 1 , 

(x,i-h Xa?p+«—l-f- X^ a!?p3^.,j_^ -I- . . .-f- X'*~2a7pn-a-*-rt.-l )'*“* = tf ), 

les indices etant pris toujours suivant le module n et \ desi- 
gnant une racine de V equation binome = i. 

Pour demontrer cette proposition, nous ferons voir c|ue le 
systeme des equations lin^aires ainsi posdes entre les coefficients 
indeterminds de la fonction cp n’est pas alidrd lorsqu’a ia place 
d’une racine quelconque x^ on met XkJp^ et aussi quand on rem- 
place Xk par XpK 

Le premier point est Evident, puisque chaque equation se 
deduit de la precedente en ajoutant une unitd aux indices des 
racines, et qu’en opdrant de la sorte sur la derniere on reproduit 
la premiere. 

Le second point se verifie aussi immediatement par rapport a 
I’^quation 

(a7i4- XaTp-J-X^aTpa-H. . . X^—* a^pn— a)^"~* = © ( Xg)) 


X ] H— ^ X ^n—'i 

ne change pas quand on multiplie ceile fonction par a; or cela 
revient a multiplier les indices des racines par p, ce qui ne change 
pas non plus le second memhre '.p(a;o). Mais les autres equations 
du systeme ne se component plus de m^me. Dans I’une quelconque 
d’entre elles 

(^i-i-a'+’ Xa7p4-oc-4- X^^pa+gj-i-. . x (a7a), 

faisons a = pl^(mod. n), ce qui est possible, puisque a ne regoit 
plus la valeur z^ro; iJ viendra 

(1) (a?n-pH--i-Xa7p+pia.-H X^ajpa+pl^-i-. ..-H X«-2a7pn-a^_pi.)"-l=: cp(a7p:f), 

et, en mul ti pliant les indices par p, 

( 2 ) (,a;p 4 -pH-+i -h Xa7p3-Hp(<.-Hi -I- X2 a?pi-i-p|AH-. •+ . . ,-h X"-® a?p"-i-)-piA-i-i)«-*-i = (p(a7pii+i). 

Or la {n — i)'eme puissance de la fonction lindaire 

ajp+pw+i -+- X^p'J4-p;i+» -|- . . .-I- X"'~* ^pH— i^.pH.+i 

ne change pas quand on multiplie celte fonction par X; au lieu de 
I’equation ( 2 ), on peut done dcrire la suivante : 

(a7pn-t+pii+i -H X5;p.i.pi'-+> -h X^ CK‘p»4-pi*+' -h. . .-H X«-2 a7p»-j.|-pi^+' = cp(a7piA+i). 

Or, en remarquant que p''“' = i (mod. n), on reconnait que celle-ci' 
se dednit de I’equation (i) par le changement de p. en p. 1 . 

11 suit de la que la substitution x/t, ne fait que permuter 
circulairement nos equations, rangdes, a partir de la deuxidme, 
suivant I’ordre des valeurs croissanles de pi. En les rdsolvant par 
rapport aux coefficients de o, on sera conduit d. des fonctions 
rationnelles des racines, invariables par les substitutions xu^ XhJ^i 
et X/f, .Tp^; de sorte que ces coefficients s’exprimeront bien ration- 
nellement, comme nous I’avons annoned. Notre lemme est done 
ddmontrd, et I’on en ddduil le suivant : 

Lemme III. — Si une Equation de degj'6 premier est reso- 
luble algibrique merit ^ V Equation de degrd moindre d^ane 


En effet, relativement a I’dquation de degre n — i , qu’on oblieiiL 
par la suppression du facteur x — Xa, et dont les racines ont 6te 
reprdsentees par 

^p+a> • • • > ^p"“’+a> 

on connait ralioiinellemeat la fonction rdsolvante 

(^n-a‘+‘ ^^p+a~l- ^ • 

Les trois lemmes que nous venons de ddraoiiLrer laermel- 
tent maintenant d’etablir Ires aisement le th^oreme que nous avons 
en vue. Faisons pour un instant 

^p^H-a — 

Puisque nous connaissons (lemme III), en fonction rationnelle 
de 5?a, I’expression 

( Xfl — H X X) H- X" Xj X''~'^ X;;— 2 * , 

nous devons pareillement regarder comme connue toute fonction 
rationnelle des racines X*, invariable par les substitutions de la 
forme X*, X^^c Gela nous place dans les conditions du lemnic 1 ; 
ainsi nous pouvons former une fonction telle qu’on ait generale- 
ment 

X/c+t = cp(X/,.). 

D’ailleurs, les coefficients de cette fonction s’exprimeront ratioii- 
nellement par les quantit^s connues et la racine Xa. \ de sorte qu’eii 
mettant cette racine en Evidence nous aurons 

Xxr+l — tp(X/i', 37^) OU = cp ( iPpl-f-oj, 37^). 

Or on peut prendre 6, S etant un entier arbitraire, mais essen- 
tiellement different de zero ; il vient ainsi 

^p6+a “ ^a)* 

Cette equation exprime precisement la relation que nous nous 
proposions d’etablir; elle monlre tres facilement comment toutes 
les racines s’expriment de proche en proclie, au moyen cles deux 


dans quel ordre elles naissent ainsi les unes des autres. 


11 est aise de d^montrer que, r^ciproquement, la relation, 
precddente, admise entre trois racines ^a+p6i entrame la 

resolution par radicaux de I’equation. 

A cet efFet, soient 8 une racine de I’equation binome = i, et 

F(0) = {xo-h Oari-v- . ,-h 

la fonction resolvante de Lagrange. D’apres la propriete caracte- 
ristique de celte fonction, on pourra, sans alterer sa valeur, 
ajoiiter aux indices des racines un nombre entier arbitraire a, et 
ecrire 

F(0) = + 6*a7a+2“t~ • • • + 

Cela pose, soit 6 un autre nombre entier arbitraire, mais different 
de zero, et prenons 6o de maniere cjn’on ait 

(mod.n), 

on voit immediatement qu’on a 

F(66o) = (a7a-H 0.«a+6-t- 0®a?a+2g-+-* • 0'^-Lra-i.(/i-i)g)", 

et il est clair qu’en employant la relation 

•■^p^+a— "f (^§+ai ‘^a)? 

on pourra, par des substitutions successives, transformer le second 
inembre en une fonction rationnelle .11 de deux racines ^(x+6) 
de maniere ^ avoir 

F(O^'o) = II (.r a, .ran-g) 

pour une valeur quelconque de I’indice arbitraire a. 

Cela etant, soit, comme plus haut, X une racine de I’equation 
binome x'‘~' = i , la fonction 

[n(a;a. ^cc-hS) >>n(a7ai ^a-hp8) 

-H X2n(ii;a, 

conserve la m^me valeur quand on met p6 au lieu de 6, c’est-a-dire 
qu’elle est ind^pendante de la valeur attribute k 6. Gbacun des 


^a-t-p6= ?(^a+6, ^a)> 


en une fonclion rationnelle des deux seules racines et ^a+gj 
cette fonction devra se reduire a une quantity connue. Effective- 
nient, si une fonction 

It — a^a) 

conserve la meme valeur, quels que soient les indices a ct le 
second indice etant different de z^ro, on peut ^crire 

n — 1 n — 1 

n{n — i)u='S V i|/(a7a+6, a7a), 

0 1 

relation' [dont le second meinhre est une fonction symeLrique de 
to u les les racines Xoi 

II r^sulte de la que nous pouvons regarder les — i quantiles 

^ ^oc-t-g H (a-at a7o£-j-p§ )) n(a7c£, sg) 

CO mine les racines d’une ^uation ab^lienne resoluble par Pextrac- 
tion d’un seul radical de degr^ n — i. Or, ces quantiles une fois 
obtenues, nous connaissons, pour toutes les valeurs de except^ 
6=0, la puissance de la fonction r^solvante done, 

par I’extraction de n — i radicaux du degre, nous aurons ces 
diverses fonctions resolvantes, et, par consequent, les racines 
elles-inemes. On sail d’ailleurs, par une observation d’Abel, que 
ces /I — I radicaux s’expriment rationneJlement en fonction de 
fun d’entre eux et des quantiles sur lesquelles ils portent, quan- 
tiles qui sont, comme nous venons de le dire, les racines d’une 
equation abelienne. 



SUR LE CONTACT DES SURFACES. 


Hermite, Cours d’ Analyse de V&cole Polytechnique, 
p. 139-149. Gauthier-Villars, 1873. 


1. Une surface ^tant d^fmie par I’e^quation F(a;, j, s) = o, les 
coordonn^es d’tm quelconque de ses points seront des fonctions 
de deux vai'iable.s differentes, et devront s’exprimer de cette 
maniere 

= It), y= 2 ’^{t,u), ^ = 9 (;, It). 

Et si nous consid^rons une seconde surface dont tous les points 
se d(^duisent par une construction ddterminee de ceux de la 
premiere, leurs coordonndes seront reprdsentees pareillement par 
ces expressions ou figurent le'i m^mes variables independantes t 
et if 

X = it), Y = vf(;, «), z = eit,u). 

Celaetant, la th^orie du contact repose encore sur la considera- 
tion de la fonetion S=/(<, u), qui donoe la distance de deux 
points correspondants, savoir 

a = [(x-^)=-(-(Y-jK)*-+-(z-^)M'^ • , 

= }[<!>(«, tt) - It)]*-!- [W(«, i/)p-+-[ 0 (c M)- 9 (C« 0 ]-|b 

et nous dirons qu’en un point donne par les valeurs t = a, u = 
les surfaces ont un contact du ordre, lorsqu’en posant 

t = a M = 6 -t- A, la distance B est infiniment petite d ordre 

M + 1 par rapport ^ h et k. Mais il faut tout d’abord preciser ce 
qu’on entend par Uordre d’un infiniment petit par rapport a deux 
autres. Nous imaginerons ^ cet efifet que h et k dependent dune 


b-+-u)h) 


pourra se developper en sdrie suivant les puissances croissantes 
de A, el il sera desormais entendu qu’elle est infiniment petite 
d’ordre /z H- i , lorsque independamment. de toule valeur attribuee 
a CO, les coefficients des puissances de h jusqu’a la seront lous 
nuls. En admettant ce principe, on deduira sur-le-champ de la 
definition de I’ordre du contact a I’dgard des deux surfaces, ces 
consequences qu’il suffit d’enoncer : 

i“ Les trois differences X — x, Y — y, Z — z doivent dtre clia- 
cune infiniment petites de I’ordre n 

2 ° Ces conditions restent les memes en changeant les axes coor- 
donnes ; 

3° Elies subsistent si I’on change de variables inddpendanles, 
en posant 

Ainsi en admettant qu’a t = a, u — b repondent i: = a, u = [3, 
et qu’on ait 

a-v-h=^ /(a -4- I, b -t- A =:/,(a-4- i, p -f-y ), 

si les quantiles X — x, Y — Z — z sont infiniment petites 
d’ordre n-y i par rapport a h et /c, elles seront infiniment petites 
du m^me ordre par rapport a i et j. 

4° Prenant d’apres cela pour variables independantes les coor- 
donnees x ety, de sorte que les Equations des surfaces devien- 
nent 

. Z = f{x,y), 

X = #(a7, y/), Y = #,(a?,jK), Z = ¥{x,y), 

une des trois fonctions 3^, F determine la nature de la seconde 
surface, les deux autres, § et par exemple, la loi de correspon- 
dance de leurs points, et les conditions relatives aux differences 
X — x^ Y — y caracterisent les lois de correspondances compa- 
tibles avec la definition de I’ordre du contact. Quant aux condi- 
tions concernant les surfaces elles-memes, elles se ddduisent des 
developpements que donne la s^rie de Taylor etendue a deux 



F(a -+- /t, b k) 


= F ( <2, ^ ) -|- 


[dF d¥\ h /rf»F 


/(a -h A, A -H oj A) 


==/(«> H- 



db 


h 

I 


\£3^«2 


-h ‘2 OJ 



d^F\ 

-+• 0)2 

db^ ) 

A’- 

\ 

da db 

1 

1.2 

d^f 


A2 

da db 


r .2 


on exprime en ellet que la difference Z — z esl Infiniment petite 
d’ordre /i H- i , en posant 


F(«, !>) = /(«, ^), 


d? dF df df 
da ^ ^ db da ^ ^ db’ 


F d2 F „ F 

da‘^ db-^ 


d-^ f d-i f 

- 7 - 4 - H- 2 to 

da^ da db 


H- to 5® 


d\f 
db -^ ’ 


d"' F n d’‘ F 

c/a" I ^ da’''-^ db 

d'^-f n d”-/ 

da" I ^ da"-' db 


. d"F 

n , d" f 

_i to"“’ 

I dadb"-' 


-+- Ui" 


d"F 

db" 


— Ixi" 


d"f 
db" ’ 


et considerant to dans ce sysleme de relations comme line indeter- 
minee; il en resulte que le contact du premier ordre exige trois 
equations : 


F{a,b)=f{a,b), 


da da ’ 


db ~ db’ 


le contact du second ordre six, car aux precedentes il faudra 
joindre celles-ci : 

F _ d^f d‘^F _ d\f 
dcC^ ~ da'^’ dadb ~~ da db' db'^ ”” db^’ 


et en general le contact d’ordre /i, — equations. G’est 

ce nombi'e qui donne a la theorie dont nous nous occiipons son 
caraciere propre, et eloigne, sauf le premier cas de n = i, toute 
analogie avec celle du contact de deux courbes, ou d’une courbe 
et .d’une surface, comme on va le voir par les applications sui- 


doiiM equation renierme trois coeiiicienls, ue sorte qu on peiu, 
comme pour la ligne droite a I’^gard d’une courbe, obtenir, en uu 
point quelconque 

X = 37, Y = 7, 


un contact de premier ordre avec toute surface z = f Ajant 

en effet 


F(X, Y) = aX-h 6Y-t-c, 


les conditions 


17/ \ r/ \ 


donnent immediateraent 


-iL 

dy ~ dy 


■z — ax -t- iy -f- 



b = 


dz 

dy' 


et Ton retrouve ainsi I’equation d^ja obtenue du plan tangent sous 
la forme 

Nous remarquerons, avantde faire les applications de ce rdstillal, 
qu’en supposant parallele au plancoordonn^ des XYleplan tangent 
en 37,7, 5 a surface 5 = /(^j 7), on a n^cessairement 


iL^o iL 

dx ’ dy 


Et si le plan des XY est lui-inenie tangent a I’origine des coor- 
donn^es, la function f{x^y) ainsi que ses d^riv^es partielles du 
premier ordre s’annuleront pour 37 = o, 7 = o, de sorte que le 
ddveloppement par la serie de Maclaurin de I’ordonnde z suivant. 
les puissances croissantes de 37 et 7 commencera seolement aiix 
lermes du second degrd, et sera de la forme 


3 = ax'^-\- bxy -y cy^ -1- dx^ -f- e x-y -I- . . . . 

De 1 ^ se d^duirait que la distance au plan tangent d’un point 
d une surface infiniment voisin d’un point de contact est un infini- 


comme par definition la distance 8 de deux points correspondants A 
et B de deux surfaces, infiniment voisins de leur point de contact, 
est infiniment petite d’ordre /i + i lorsqu’elles ont un contact du 
j^ieine Qj-flpe, il cu I’csidte a fortiori que la plus courte distance du 
point A de la premiere surface a la seconde, est aussi infiniment 
petite du meme ordre. 

Observons enfin qu’en supposant z une fonction iinplicite deter- 
minee par la relation 

/(a?, y, z) = o, 


I’equation 


dz 


dz 




dy 


repreud la forme sous lacjuelle nous I'avions preccdemmenl 
obtenue. On a en effet 



dz 

df _ 


dz 


dz 

dx 

dx 

dz 

dy ' 

dy 



iL 



a 


dz _ 

dx 

dz 


dy 


dx 

~W' 

df 





dz 



dz 


et en substituant il vient 

/x^ ,\r \ rr, 


Nous en conclurons pour la normale a la surface, c’esL-a-dirc 
la perpendiculaire dlevde en .r, z an plan tangent, les equa- 
tions 


IL - X \ — Y __7a — Z 
dif ~ ~1JJ_ ~~ d£ ’ 
dx dy dz 


en supposant que les axes coordonnes soicnt rectangulaires. 


III. Soit pour premiere application les surfaces donndes par 
I’^quation 

f{x--az,y — bz)^Q, 


OLi plus simplement 


en posant 
On lirera de la 


oi = X — az^ — bz. 


iL ^ ~a iL 

dx da’ dy d^’ dz da d^’ 

de sorte qu’en reunissant les termes ew—el^j Tequation du plan 
tangent devient 

^rX-*-a(Z-^)J + ^[Y_y- 4 (Z-z)] = o. 

Ce resultat fait voir que, quelle que soit la fonction /(a, P), ce 
plan contient la droite 

X — X = a(Z — z), Y — y = b(Z — z). 


Effectivement, I’equation propos^e est celle des surfaces cylin- 
driques^ et le calcul met en Evidence cette propriety du plan 
tangent, de coatenir la g^ndratrice qui passe par le point de 
contact. 

Nous considdrons en second lieu les surfaces coniq ties qui sont 
donndes par I’equation 


en posant 


On aura alors 


/(a, P) = o, 

T — a „ y — b 

, p = £ 

z — c z — c 


df _ \ df ^ 

dx z — c da’ dy z — c d^ ’ 

df _ X — a d f y — b df 
dz (z — cY da {z — cy df 


et, par suite, pour I’dquation du plan tangent, apres avoir supprimd 

le facteur — ^ , 
z — c 


da 




^Ty- 

dn 


y — {Z — z) 


y 




II contient done encore la gdneratrlce qui passe par le point de 


en faisant 


seront 

X — x _ Y—y _ Z — z 
■20;/' {x) ~ 2yf\a) ~ f{^)' 

X Y 

et les deux premieres se r^duisant a — = - > il en r^siilte que cette 
droite est dans le plan ddtermin^ par le point [x^y^z) et I’axe 
des v 3 , qui est I’axe de revolution de la surface. 


IV. Une surface recoit le nom d! osculatrice^ lorsqu’on a dispose 
de toutes les constantes qui fixent sa position et determinent sa 
nature, de maniere a obtenir, avec une surface donnee, le contact 
de I’ordre le plus eieve possible. G’est la, comme on voit, 1’ exten- 
sion naturelle de la notion qui s’est offerte dans la theorie du 
contact des courbes considerees sur un plan ou dans I’espace, et 
qui a recu, dans le cas du cercle, une application d’une grande 
importance. Mais toule surface ne pent point devenir osculatrice 
d’lme autre, comme toute courbe plane, quelle qu’elle soit, d’une 
ligne donnde. T 1 fauten effet que le nombre des constantes ii deter- 
miner soit un terme de la s^rie 


3, 6, 10, 1 5, '.it, 


( /I -f- 1 ) ( re 2 ) 
2 


de sorte qu’il n’y a ni sphere, ni surface du second degri^ oscu la- 

trices, puisque leurs Equations gdndrales renferment repective- 

ment 4 et 9 coefficients. En gdm^ral, une surface du degr^ 

. (m + 1 ) ( rei H- a) (/re -4- 3 ) . j ^ 

en contient — — — i, ce tpii conduit a poser 

I’equation 


(re H- i) (re - 1 - a) _ ( m -i- i ) ( m 4- 2. ) ( /re 4- 3 ) 


— 


clont il j aurait lieu ainsi de recberclier toutes les solutions en 
nombres entiers et positifs pour et ?i. Mais I’Arithmdtique supe- 
rieure ne donne ^ cet ^gard aucune m^thode, et je me bornerai 
remarquer qu’on y satisfait, par les moindres nombres, en pre- 
nant m — 5 et re = 9 . II n’y a done aucune surface algdbrique, de 




^UllLa\-.b U.LI 


XJ. j A « Cl w ocixrcxAxcv^ 


|jxc^xiixv^x i^xi^iu. 


o «. 


(X 


cependant d’aller plus loin. En disposant des deux coordonn^es 
d’un point d’une surface, on peut en effet ajouter deux constanles 
a celles qui determinent une sphere, et par consequent la rendrc 
en ces points osculatrice du second ordre, puisqu’on aura le 
nombre voulu de six quantites arbitraires. En disposant d’uiie 
seule des coordonnees on ajoute une arbitraire aux neuf coeffi- 
cients d’une surface du second degre, ce qui permettra de larendre 
osculatrice du troisieme ordre, non plus alors en uncertain nombre 
de points, mais comme il le senible au premier abord, tout le long 
d’une ligne determinee d’une surface quelconque. Nous aliens 
traiter ces deux questions. 


V. L’^quation de la sphere etant 

(X — a)2+(Y— .Z»)2-l-(Z — c)2= R2, 


on obtiendra les d^rivees du premier ordre 


par les relations 


et celles du second 


P = 

X- 
Y — 


d\’ ^ “ dX 

a -f- P (Z — c) = 0 , 
Z)-4-Q(Z — c) = o, 


~ d\^-’ d-iidX' dX^ ’ 


par celles-ci, qui s’en deduisent en diff^rentiant successivement par 
rapport a X et a Y, 

r-hP^ -|-R(Z — c) = o, 

PQ + S(Z — c) = 0, 

I -+- Q- -H T(Z — c) = o. 

Or les conditions du contact du second ordre avec une surface 
quelconque z =f au point X = ic, Y =:y, sont 


p _ ^ 
dx ’ 


Q = 


dz 


dy’ 


d’^z 
dcc '^ ' 


S =, 


d^z 


' dx dv ' 


d^z 

dv 


cl-Z 


d^z 
'' ~ dx^ ’ 


dz 


9 = 


dy 




d-z 
dx dy' 


t ~ 


d^-z 

dfi 


3S obliendrons en remplacant dans les relations prece- 
Pj Q, R, S, T par ce qui 

a 

X — a-r- y{z — c) = 0, 
y — f) q{z — c) = 0, 
i + p- -h /'(-z — c) = 0, 
pq -f- s(^ — c) = 0 , 

I -h q^-h i(z — c) = o. 


^tant, les Irois dernieres conduisent imm^diatement par 
laLionde c on pluldt de 3 — c aux denx Equations de condi- 
ercbdes entre x ety, savoir 

I -h p^ _ pq __ I 


hassant les ddnominateurs, 


(i -t-p2)« -pqr^o, 
( 1 •+• p2 ) if ( I ^2 ) ,■ r= 0. 


lonnele riom d'ombLlicsiia'&. poi ntsde la surface 3 =/(a^,/), 
:terminent ces relations, et que bienldt nous verrons s’ofTrir 
n autre point de vue. Je me bornerai en ce moment a les 
r ^ I’dgard de L’ellipsoide 



out un. rdle extrdmement important dans I’etudegeomdtrique 

)urbes tracdes sur cette surface. En formant a cet effet les 
‘s des quantites p>, r, s, t, on Irouve 


(62. 


P 

.yi) 


C^X 

a^z' 


62 



c’*Xy , C* ( g2 ^ 

a^b^z^' " 


quelques reductions, il viendra simplement 




9 A9 ! n'l ~ ft. 




inegaux, et qu’on suppose 

a':> b c^ 

nous parviendrons tres aisement a ces solutions, les seules reelles, 
savoir 



On en conclut que les omhilics sont les quatre points ou les plans 
des sections circulaires deviennent tangents a la surface. 


VI. Dans la seconde question, il s’agit de I’^quation generale 
du second degre 

F (X, Y, Z ) = « X^- a' Y2 -H a" a 6 YZ + '.i ZX -4- a 6"X Y 

-t- 2 c X -(- a c' Y - 1 - a c"Z -t- = o, 

et des conditions du contact du troisieme ordre avec la surface 
quelconque z=f(x,y), Alors il est n^cessaire d’introduire, eii 
outre des derivees partielles du premier et du second ordre p, r/, 
/•, s, cedes du troisieme que je d^signerai ainsi 

o- - /. _ 

* dx'^ ’ ^ dx- dy ’ dx dy- ’ dy'^ 

Cela etant, et sans r^p^ter ce qui a ele dit tout a I’lieure a 
propos de la sphere, j’ecrirai iram^diatement ces relations 

ax-^ a' y'^ -+■ a!' z- -T- ‘ib y z ib' z x y- ib" xy -yxc x ^ ac'jr-t- ').d' zy-d— o, 
{b' X -\r by a!' z c") p ax b" y h' z c —o, 

{b' X by -f- a"5 -t- d')q -+- 6"a; -+- a' y bz -+- c'= o; 


puis celles-ci, qui contiennent les d^riv^es du second ordre, et oii 
je fais pour ahreger 
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= 1 
2 dz 


= b' X ->!- by a" z -t- c , 


to /’ -4- al' p~ -h 2 6' /? 4- « = o, 
tos -i- o!' pq 4- 6/3 -t- 6 ' 9 4- 6" = o, 
to it 4- a" -H 2 6o 4- «' = o. 


savoir 


lions, ou entrent les derivees partielles du troisieme ordre, eL qui 
ne contiennent plus que les coefficients a!\ b\ d' sous forme 
homogene 

to ^ -t- 3 ( «"/? -i- 6') r = o, 
w A -i- {a" q b )r H- 'i-io!' p b')s ~ o, 

to A ( a" p b') t -ii a” q b )s = o, 

to ^ 4- 3 ( a"q -h b )t ~ o. 


Voici la consequence remarquable a laquelle elles conduisent; 
deux d’entre elles donnent 


d' p-^b' = — 


big 

3 c ’ 


a!' q b — — 


O) I 

Ti' 


et, en substituant dans les deux autres, la quantite to disparaitra 
comme facteur commuii, de sorte qu’au lieu d’une seule equation 
de condition entre x et nous obtenons les deux suivantes (') : 

3 krt — Ir- — 'igst = o, 

3 krl — gt^ — ‘ill's = o . 

Mais, en meme temps, les inconniies 6, b'^ d' entre lesquelles 
on n’a plus que deux equations, et par suite tons les coefficients 
de F(X, Y, Z), s’exprimeront en fonction lineaire et homogene de 
deux indeterminees X el u., de sorte qu’on doit poser 

F(X, Y, Z) 

oil ^ et d>, sont des polynomes entierement determines. Ils’ensuit 
qu’en un nombre fini de points de la surface z =f(x,y)^ et non 
le long d’une ligne comme on I’avait d’abord presume, nous obte- 
nons un faisceau de surfaces, au lieu d’une surface osculatrice 
unique du second degre (^). 


(') Elles exprimenl, comme on le virifie aisdmenL, que le polynorae du Iroi- 
sidme degrd 3AP-+- 3/cA -H ^ est exaclcment divisible par /• V-i- asX -+- 1. 

(^) II est remarquable qu’on irouve des lignes en appliquant cclte thdorie aux 
surfaces du troisieme degre; ces lignes sont les 27 droiies situdcs sur ces surfaces. 




SUR LES 


EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES. 


Bulletin des Sciences math^matiques, 2® serie, t. Ill, 
1879, p. 3 ii- 325. 


C’est a Euler qu’est due la premiere m6thode d’int^gration de ces, 
equations dans le cas ou, les coefficients ^tant supposes constants, 
I’^quation a la forme 


„ V -U ft V -U U- 

a y p )- Y , - — !-...•+• 

^ dx ‘ dx‘ 


dx'^ 


Cauchy a ensuite donne une seconde m^thode, qui est celle que 
nous allons exposer. 

A cette Equation diff^renlielle, Cauchy a rattache I’dquation algd- 
brique suivante 

a -H p 3 -+• yz* o, 


obtenue en remplacant les deriv^es successives de la fonclion y par 
les puissances de I’inconnue dont les exposants sont respeolive- 
ment egaux aux ordres de derivation. SoitF(3)le premier meml)re 
de cette equation, que Cauchy a appelee V Equation caracterislique 
de I’equation different! elle proposee. Si nous envisageons I’integrale 
suivante 



~~¥{ir 


d;s, 


ou nfs) estun polynome entier en s a coefficients arbitraires, etsi 



Daiis le cas particuher ou le contour ne renfenne aucun pole de 
la fonction y-j c est-a-dire aucun point qui ait pour affixe one 
racine de I’equation caracleristique, Fint^grale est nulle, ^lyz=L o 
esL bien une solution de I’l^quation diff^rentielle proposee; mais 
c’est dans le cas ou le contour renferme des poles que nous obte- 
nons effec ti vein ent des solutions. 

Pour demontrer ou plutbt pour verifier ce ih^orc^me, formons 
les derivees siiccessives de I’int^grale par rapport a x\ nous 
aurons 


^ — i 

dx J 


d^y 

dx^ J 

r e-^z'^Miz) , 
— 

V (z) 

d'\y _ 1 

r e=^z« n(z) 

dx"- J 

F(z) 


chacune de ces int<^grales (itant toujours supposiie edecLu^ele long 
du contour fennd. 

Substituons dans I’cquation proposee; le premier in embre de- 
vient 


I 


11 ( .s ) 

~T(jy 


(a -1- p.5 -1-. . . -1- 5") dz. 


On voit que F(2) disparait comme faclcur comm on et que I’in- 
tegrale est celle de qui, cdectuee le long du contour 

ferme, est nulle, puisque 11(2) est un polynome cntier. L’dquation 
est done vc^rifi^e, ce qui ddmontre que, quel cjue soit le contour 
fermd d’inti^g'ratioii; I’integrale 


I 


II (z) 
1^(2) 


dz 


est une solution de I’dquation proposde. 

Remarque. — n(z) dtant un polynome de degrd queiconque, il 
semble qu’il entre dans la solution un nombre queiconque de con- 
stantes arbitraires; mais il est facile de voir c[ue ce nombre est an 
plus dgai ^ n. En elTet, on petrt toujours, si n(z) est de degrd 
supdrieur i celui de F(a), dcrire identiquement 


I 


ez*n(s) 

F(^) 




V(3) 

F(^) 


dz 


mais, en integrant le long d’un contour ferme quelconq 
que la premiere integrale s’evanouit, puisque est un 
entier, et il ne reste que la seconde ou renCeri 

n constantes arbitraires, puisque son degrd est au 
an — I . 

Nous aliens maintenant passer de I’expression de la so 
forme d’int^grale a une expression sous forme explicite 


• n r s ) 

Soit S la somme des residus de la fonction < 

r [z ) 

pondent aux raclnes du denominateur affixes de points 
au contour d’intdgration. 

L’integrale aura pour valeur af-rtS. 

Calcidons ces residus. 

Supposons d’abord que I’^qualion caracl^ristique ii 


racine multiple, et d^composons la fonclion er 

simples. On pent loujours supposer que le degre Ilf 
ferieur a celui de F( 5); par siiite, le resultat de la decc 
sera 


n(^)_ A B L 

¥{z) z—a z — b^'"^z—L' 


Faisons z = a-\- h dans la fonction 




elle deviei 


ex{oc+h)\i(^ct -f- h) 
F ( ft ) 



hx 

I 


h^x^- 

I .2 



X 


'A 

h 


-+- p ->r qh-\- rh^ -t- . , . 


puisque le terme ^ donne seul un terme en ^ • Le i 

done egal a on a done pour premiere solution, ej 

le long d’un contour qui ne conlient que la racine a, 
En general, le contour pouvant contenir un nombre q 


de poles de la fonclion 


e^^U{z) 
F(z)' ’ 


la solution g^ndrale 


y = i\. JO -i-. . . “t- e“*5 


a^ . . . , l etant les racines de r^qualion caracteristique, et A, 
B, . . . , L, n constantes arbitraires qui peuvent etre nulles et qui 
renferment le facteur 2 in. 

Supposons maintenant que I’^quation caracteristique ait des 
racines multiples, et soil 

F(z) = (z — «)“+* {z — . . .{z — 

La formule de decomposition est alors 

Hlfl _ A B 

F(^) z — a {z — b) 

A, B, 

(7=^ {z~b)^ 


Aa 


Bp 




Nous aurons, en faisant z~ a h., 

n ( Cl — /i ) A A. ] ^ ^ A^ 

F(77X) a Xs ‘ 


les termes suivants ne contenant pas de puissances negatives de h\ 
d’ailleurs, 

A X a?* /i“ a?* 

1_ 1_ _ , , 

r 1.2 1 . 2 ... a 


gxla+h) — gux I I -f- 



PoLir avoir le residu correspondant a z = c’cst-a-dire le coeffi- 
cient du terme en J- dans le developpement de il 

siiflit de multiplier les coefficients des termes qui se correspondent 
dans les seconds membres des deux dgalites precedentes. On trouve 
ainsi pour expression du rdsidu, et par consequent pour une solu- 
tion de I’equation difidrentielle proposde, 

Aaa?^ \ ^ 

1 .2. . .«/ 


2 ITT ( A -f- 


Aix 

I 


La solution gdndrale sera done de la forme 

eax( jjg -h. . . -h Jifla-*’**) -h e^^('llh -h llhiX llliparP) H-. . • 


on voit que la solution gen^rale contient ti coefficients arbitraires. 
Faisons une verification dans le cas des racines simples. 
Montrons d’abord que y = A.e^^ est une solution; nous parti- 
rons de 1^ pour verifier la solution gen^rale. Soit done 

y = k. 

^ = ka 
dx 

d^y . „ 

-r4 = ka^ 
dx^ 


d'>- y 

-r^ = ka"' 
dx"- 


Subslituant dans I’equation diffdrentielle, le premier membre 
devient 


A a"). 


Or le second facteur n’est autre chose que F(«); ii est done 
nul, puisque F(s) = o admet la racine a. Done y = Ae"^’ est une 
solution. 

Je dis que, si y^ et y^ sont des solutions, il en est de meme 
de y^ +^ 2 . 

En effet, si I’on a 




^ H- Y 

dx ‘ dx- 


d"yi 

— — = o» 
dx" 


“JK2+ P 


dy^ 

dx 



d"y‘i 

dx" 


o, 


il vient, en ajoutant, 


“ (yi ys) “i~ 


dx 


(ri-t-ra) + Y 


d^ 

dx^ 


(yi-i-yn) • — 0) 


ce qui montre que y^ d-yo est une solution. Il en serait de mdme 
de la somme d’un nombre quelconque de solutions de la forme 
ce qui verifie la solut'An g^nerale 

A B + . . .-1- L e'^. 

Passons au cas des racines multinles. La verification est moins 


de 1 equation dmerentieiie proposee, aonc la variaoie z sera liee a 
la variable y par la relation 

y = 

in etant une conslante arbitraire. Formons les d^rivees successives 
de y] on aura 

^ = e'"^(mz z'), 

fn'iz -h imz’ z"). 


On voit que, en substituant dans I’^quation proposee, on obtient 
le produit de par une fonction liniiaire de s et de ses ddrivees. 

Nous avons done identiquement 

a y -H 6 -t- . . . H — (Gz -+■ ) , 

^ dx dx" 

Pour calculer les coefficients constants G, H, . . . , L, remarquons 
que nous n’avons fait aucune hjpolbfese sur la nature de s, qui est 
une fonction quelconque de x. Faisons z — h etant une con- 
stante; nous devons avoir identiquement, en divisant les deux 
membres par le facteur 

a -i- j3 ( w -H /i) -t- Y ( A)* -I- . . . -t- ( m. -H /«.)"' = G- M- II A -+- • • • -l- L A"’. 

Le premier membre est F(7n -j- h)] I’identit^ prdeedente devant 
avoir lieu quel que soit h, les coefficients G, H, . . . doivent 6tre 
^gaux respectivement aux coefficients des puissances successives 
de h dans le ddveloppement de F(;72 H- h). On a done 

G = F (m), 

H =F'(w), 


F "■ ( m ) 

I . 2 ... 71 


L*6quation transform^e est done la suivante : 


dz 

terme en elle est done v^rifide si I’on suppose que z est une 

constante A. L’equation propos^e aura pour solution correspon- 
dante 

jK = A 

Si m est une racine double, on a F(/n) = o, F'(m) = o; la 
Iransformee, commenQant parun terme en ^st verifi^e si Ton 

suppose que z estunbinome du premier degrd enic(s = A+ Ba;). 
La solution correspondante pour I'^quation proposee est 

y — -h Ba;). 

On verrait de m^me que, si m est une racine d’ordre de multi- 
plicity a -h 1 de la caraciyHstique, on a pour solution de I’^quation 
differentielle 

y — La7«), 

A, B, . . , , L ytant des coefficients arbilraires. 

Nous allons maintenant determiner les constantes arbilraires 
que renferme la solution generale de P^quation difTyrentielle 
linyaire, de fagon que pour une valeur particuli^re de a:, pour 
a; = o par exemple, la fonction y et ses dyrivees successives pren- 
nent des valeurs donn^es. 

Void quelle ytait la mytbode suivie avant que Cauchy eut donnd 
une solution gendrale de ce probleme. Prenons le cas ou F(^) n’a 
que des racines simples; la solution est de la forme 

y — Ae^^-h B . .-H L 


On forme les (n — i) premieres dyriv^es, on y fait a? = o, et, 
en egalant les valeurs qu’elles prennent aux valeurs donndes 
yo? ^05 •••! /o ^ obtient, pour dyterminer A, B, L, les 
n Equations suivantes : 

A -+- B L — yQj 

A ct “i— B b — {— ■ • • Li Z yo ^ 

, 

, .-h LZ"-i = y'o'*”*’. 


niiilliples, celte melnoae est d une application dnncile, puisque 
les derivees de y sont pins compliquees et qiie les diverses racin.es 
ii’entrent plus de la m^me maniere dans les equations a rdsoudre. 

Caucliy a donne une m^thode tres simple, qui est la m^me dans 
le cas des racines simples et des racines multiples. 

Reprenons la solution de I’equation dilTerentielle sous la forme 


y = 



e^^n(z) 

P(^) 


dz ; 


pour que cette int^grale soit la solution g^ndrale, il faut supposer 
que le contour d’int^gration renferme a son interieur Lous les 
points dont les affixes sont des racines de F(5), et, comme I’inte- 
grale ne change pas de valeur quand on agrandit le contour, je 
SLipposerai que c’est un cercle dont le centre est a I’origine des 
coordonnees et dont le rayon sera ires grand. 

II s’agit de determiner les coefficients de 11 i^z) de sorte que, pour 

x = o, ■ as et ses n — i premieres derivees prennenl 

les valeurs donnees, que je supposerai etre ro, yj,, •..j/o''''’; 
nous avons les n equations 


J 


‘X i-K J 


I 


xin J 


r 


•r lit J 

' F(3) 

_L 1 

rz'^-ni(z) ^ 


•JKo, 




ds 


' Jo 


Pour obtenir ces diverses intdgrales, d^veloppons 


n(£) 

F(^) 


suivantles 


puissances decroissantes cle la variable; n(.s) dtant en g^ni^ral de 
degr^ n — i, le premier terme du d^veloppement sera du degr(§ 
— 1 en s, et I’on aura 


que les racines de requation soient imaginaires ; or, en general, 
dlant donnde une equation difFerentielle lin^aire sans second 
membre et a coefficients constants, je dis que, si ces coefficients 
sont reels^ ainsi que les quantit^syoj • • • ■> on pourra mettre 

aisement I’int^grale sous forme explicitement rdelle. En efi'et, a 
etant une racine imaginaire de I’equation caractdristique, on pren- 
dra sa conj uguee b et I’on considerera les deux term es A e"® -f- B 
A et B sont evidemment conjugues, puisque ce sont les residus 


d une meme fonction reelle -rr r-l 
de^nominateur. 


Supposons que a= a 
B = P — f Q ; nous aurons 


/[3, 


pour deux racines conjuguees du 
h = a. — t [3 et A. = P -+- f , 


A B 6*^= A cos •+• i sin 4- B cospa? — j sin ^a?) 

= eaa: cospar(A -t- B) -+- sin Pa?( A — B)i 
= aP cos pa? — 2 Q sin pa?, 


quantity qui est en effet rdelle. 

JNous avons vu tout k Fheure que, ^tant donn^e une solution de 
d'^v o 1 

->r n-y = en y changeanl x en + c, on a encore une 

solution. Cela se voit immediatement sur la forme generale 
y ~ Ae**^ ~h Be^-^ + . . . , car les differents termes se trouvent sim- 
plement multiplies par e*-®, ce qui revient a changer les con- 
stantes A, B, qui sont arbitraires. 


Equations lineaires a second membre et d coefficients constants. 


Je supposerai que, ce second membre 6tant tin polynome entier 
f [x) de degrd /?, I’^quation proposee soit 




dx 


-t- Y 


d’‘'y 

dx^ 


d'^y 

dx'>- 


= /(a?). 


Si je prends la derivee d’ordre jt? H - 1 des deux membres, je 


SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES UNEAIRES. 


trouverai 


dP+'iy 




dP+^y 

dxP^- 


dn^V-^Vy 


5o7 


que je sais integrer et dont les solutions fourniront celles de la 
proposee. A la vt^rite, cette nouvelle equation est plus g^nerale 
qiie la premiere; aussi devrons-nous parliculariser le r^sultat 
oblenu. 

L’equation caracteristique est 


Le premier membre est mullipli^ par le premier membre 
de I’equation caracteristique qui correspondrait a I’equation diffe- 
rentielle proposee sans second membre. On sait qu’une racine a 
d’ordre i^p + i) de I’dquation caracteristique doniie dans I’inte- 
grale un terme hx xP).\c.i a = o\ on aura done 

simpleraent un polynome de degre F(ia:), auquelil faudra ajouter 
I’ensemble des tenues correspondant aux racines simples ou mul- 
tiples de I’equation caracteristique 

a -t- [3 .s -I- . . . -h = 0. 

La valeur dey sera done 

y = F ( a7 ) -h A e"* B , 

oil la partie ajoutee a F(. 2 :) represenle la solution de Tequation 
proposee, privee de second membre. 

11 s’agit maintenant de determiner les coeflicients de F(iu); on 
pourrait le faire en ejfFectuani, la substitution de cette valeur de y 
dans I’equation proposee, et il n’y aura qu’a s’occuper des termes 
produits par F (x) et ses derivdes successives et identifier la soinme 
de ces termes au second membre f {oc). 

Mais nous donnerons le moyen de determiner plus rapidement 

les coefficients de F(:r). EflPectuons la division « ! — > 

et representons le C[uotient par ao -h [3o.s -j- §0^’ + — 
Les coefficients a©, j^o, yo? ■ • • seront li^s par les relations 


serie qai s’arr^tera d’elle-meme quand on arrivera a fP'^^ (ii;), qui 
est mil. 

Pour verifier cette valeur de F(j?), il suffit de faire la substitu- 
tion comme il a ete dit tout a Pheure; or on trouvera ainsi 

H- (aj3o Ij^o)y'(^) -H (*Yo PPo '(^o) y' , 

qui doit etre identique a F(ir), et cette condition est satisfaite 
d’apres les relations (i). 

Comme exemple, je prendrai [’equation lin^aire du premier 
ordi'e 

j- , 


que nous savons deja integrer; nous allons ainsi retrouver le 
resultat preci^demment obtenu. En appliquant la metbode qui 
vient d’etre exposee, nous ferons le quotient 


I 

a -h z 



En posant alors 
F(:r) 


/(a?) _ /'(ae) f'(x) 

a a- a* 


la solution g^n^rale sera 

jr = c F (;r). 


Remarque . — Dans un grand nombre de questions, on se sert, 
commenousl’avonsfaitici, d’un e function co (.r) = x-\-^ x- 

dans laquelle les exposants de la variable correspondent a des indi ces 
de derivation d’une function donnee F(a7). Lorsqu’on deduit ainsi 
de F(a3) la nouvelle fonction aF(a?) -i- [iF'(ai) + YF''' (a;) 
cela s’appelle operer sur F(a?) a I’aide de ^{x). 

En terminant, nous indiquerons, sans la demontrer, la conse- 
quence suivante : Lorsque L' equation caracteristique a toutes 
ses racines reelles, le nombre des racines reelles de F(; 2 ;) est aa 
plus egal ail nombre des racines reelles de f{x). 


SUR 


L’INDICE DES FRACTIONS RATIONNELLES. 


Bulletin de la Sociite mathematique de France^ 
t. VII, 1879, R- i 28 -i 3 i. 


Soient U et V deux polynomes de degre 11 et ;i~i, que je 
pposerai premiers entre eux; je me propose de monLrer, par 
le consideration directe et entieremenl elementaire, que I’indicc 

la fraction -gj entre les limites — 00 et +00 de la variable, 

nne la difference entre le nombre des racines imaginaires de 
quation U -f- fV = o, ou le coefficient de i est positif, et le 
imbre de ces racines ou il est negatif. Soit, a cet effet, 

U + iV ~{x~ rti— ibi){x — Ui — ib^). . .(x — a^— ibn), 
posons 

U j + i V] = i^cc — CI2 — cL/i ib/i')j 

sorte qu’on ait 

U H- I V = (ir — ai — t6i) (Ui+ iVi), 

I par consequent, 

U = {x — biYi, 

V == — bi Ui-h (x — ni)y i, 

Je remarque d’abord qu’il resulte de ces relations que les poly- 
mes U et TJi sont premiers entre eux; car aiitrement U et V 
raient un diviseur oommun, contre la supposition faite. Cela 

s6, I’egaliie 

(U + iV)(Ui— iVi) = (a? - ai- i6i)(U| +V?) 


ou bien 


V Vi _ 6i(U? + V?) 

U U, UUi 


Faisons croitre maintenant la variable de — oo a + oo; puisque 
lespolynomes U el Uj ne pen vent sMvanouir pourlainenie valeur, 
on voit que I’indice du premier membre sera la diflerence des 


indices des fractions ^ et 

V Vl 


qui va s’obtenir immediatement. 


Supprimons, en elFet, le facteur positif -1- ; nous sommes 


ainene a la quantile 


-h, 
UU, ’ 


dont la reciproque a un indice nul, de 


sorte qu’il suffit d’appliquer la proposition contenue dans Fegalite 




ou e = +i lorsque /(.ro)>o, /(a;^) < o, e = — i si Ton a 
/(a?o) <; 0 , f{x{) > 0 , et enfin s = o lorsque /(aJo) e\.f{x\) sont 
de meme signe. Dans le cas present, ^o = — ocj :r,=H-oo; d’ail- 
leurs U et U( sont de degres n et n — i : il en rdsulte que e sera -f- i 
ou — I suivant que b\ sera positif ou nt^gatif. 

La proposition dnoncde a I’dgard de I’eqnalion U -f- fV = o, de 
degre n, se trouve ainsi ramende au cas de I’dquation [J( iY | = o, 
dont le degre est moindre d’une uiiit^, et^ de procbe en proche, 
on arrivera au cas le plus simple, a savoir 

x~a,i — ib„= 0, 


oil elle se verifie immediatement. 

Une premiere consequence a en tirer, c’est que, en designant 

pari I’indice de^j c’est-a-dire I’exces du nombre de fois que cette 

fraction, en devenant infinie, passe du positif au ndgatif sur le 
nombre de fois qu’elle passe du negatif au positif, le nombre des 
racines imaginaires de Liquation U + fV = o dans lesquelles le 

coefficient de i est positif est donne par la formule — • 

Supposons ensuite que, en changeant a? en a? -h fX, U -}- f V de- 


de I’equation proposee dans lesquelles le coefficient de i est 
superieur a X sera ~ j ia formule donnera done, en 

siipposant A -< X', le nombre des racines on le coefficient de i est 
coinpris entre les deux limites X et XX La transformee ddduite de 
I’equation U 4- f V = o par le changement de x en ix conduira 
d’aillenrs de la m^me manidre au nombre des racines dont la 
parlie reelle est dans un intervalle donn6. Considerons encore 
I’equation en y oblenue en faisant 

X — 



h — X 

et la droite passant par les points dont les affixes sont g et h. 
L’indicc relatif a cette nouvelle transformde donnera le nombre 
des racines de la proposee qui sont aii-dessus ou au-dessous de 
cette droite, et, si nous rempla^ons g et h par ^ -1- A' et h-{- k, 
de maniere a ddfinir une seconde droite pai’allele a la premiere, 
la deini-difference des indices relatifs aux deux transformdes 
representera le nombre des racines comprises entre les deux 
paralleles. 

En dernier lieu, je remarquerai que, si Ton suppose les quan- 
tiles A( , Z> 2 , . . . , bn toutes de m^me signe, on a 

I = - 4 - n ou 1= — n, 

selon qu’elles seront positives ou negatives. Dans les deux cas, la 
fraction ^ doit, par consequent, passer n fois par I’infini lorsque 

la variable croit de — oo a + 00 ; ainsi rdc{uation U = o a ndees- 
sairement toutes ses racines rdelles. G’estdonc un uouvel exemple 
qui s’ajoute, en Mgebre, a I’equaiion dont dependent les indgalitds 
sdculaires du mouvement elliptique des plan^tes et qui a etd I’objet 
du travail cdldbre de notre confrere M. Borchardt. Je ne tenterai 
point de suivre la voie cjii’a ouverte I’illusLre gdom^tre en appli- 
quantle th^oreme de Sturm a Fdquation U = o pour obtenir, sous 
forme de sommes de carrds,les functions littdrales dont dependent 
les conditions de rdalite des racines; mais je saisis I’occasion d’em- 


M. Gascheau, intitule Application du theoreme de Sturm aux 
transformees des equations hinomes^ t. VII, p. 126 [voir aussi le 
Coups d’Algehre siiperieure de M. Serret, t. I, p. i 83 ). J’intro- 
duis, a cet efFet, la serie entiere des polynomes U,, U2, • • • , 
en posant 

Ua-H- iyk = — — a/r+o— ibk-^A- • .(a? — ««— ibn), 

et je remarque que la suite 

U, Ui, U2, U„_„ 1 

presente n variations pour x— — 00 et /i permanences pour 
a;=:-j-oo. J’observe ensuite que trois fonctions consecutives 
quelconques, par exemple U, U| , Uo, sont liees par la relation 

62 U — [6i(a; — a<i) b<i{x — a.i)]Ui+6j[(a; — rt2)2-)-6|]U2 = o. 

Sous la condition admise a I’egard des quantites 6,, . . • > on 

voit done que, quand une fonclion s’annule, la prec^dente et la 
suivante sont de signes contraires; 11 en r^sulte que, en faisant 
croitre la variable de — 00 a -h co, des changements dans le nombre 
des variations de la suite considdr^e ne peuvent se prodiiire qu’au- 
tant que e’est la premiere fonction qui s’evanouit. Puisqu’on perd 
n variations, il est done d^inontr^ que le polynome U passe n fois 
par zero; en meme temps que nous voyons que, a I’^gard de U, la 
fonction Uj possede la propri^le caracl^ristique de la derivee, 

e’est-a-dire que le rapport ~ passe toujours, en s’evauouissant, 
du negatif au positif. pour des valeurs croissantes de la variable. 



SUR UNE EXTENSION DONNEE 

A LA 

theorie des fractions continues 

PAR M. TCHEBYCHEF. 


Journal de Crelle^ 1. 88, 1879, p. io-i 5 . 


M. Tchebychef m’a fail pari, dans un entretien, d’un theoreme 
aritbm^lique qui in’a viveraent interesse. II a dans un Me- 

inolre public en langue russe dans les Memoires de Saint- 
Petersboiirg et dont sans lui je n’aurais jamais eu connaissance, 
cette proposition exLi'^inemenl remarquable, qu’il existe une infi- 
nite de systemes de nombres enliers ^ et y tels que la fonction 
lineaire 

X — ay — 6, 

ou a et b sont deux conslantes quelconques, soil plus petite en 
valeur absolue que C’esL, comrae vous vojez, le resultat fonda- 

mental de la tbeorie des fractions continues, etendu a une expres- 
sion tOLite diffdrente, el qui ouvre la voie a bien des recherches. 
Dans une lettre adressee a M. Draschmann, et publiee dans le 
Journal de Liouville, 2 ° serie, t. X, M/Tchebychef, appliquant 
cette meme conception a I’Algebre, considere 1 expression 

X-UY-V, 

on U et V sont deux fonctions quelconques d’une variable a;, el 
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le degre soil le nombre negatif le plus grand possible en valeur 
absolue. Les recherches de I’illustre geometre siir la question soul 
extreinement belles ; a bien des titres elles sont pour moi du plus 
grand interet, et voici une remarque a laquelle elles m’ont amenc. 
Me placant d’abord au point de vue arithmetique, je suppose que 
a soil une quantite positive; les valeurs entieres de x ei y s’ob- 

tiennent alors comme il suit. Soient ^ deux reduites consecu- 

n n 

tives du developpement en fraction continue de a \ posons 
= N to, n'6 = N'-h to', 


en designant par N et iN' des nombres entiers, par w et to' des 
quantites inferieures en valeur absolue a • Soit encore, pour 
abreger, 

e = mn' — m' n = do i; 


on aura 


ea; = oiN'— /n'N, sj/ = /iN' — n"N. 


Ces formules donnent en efl’et 


tix — ay) = {m — an) 'S ' — ( m' — an' 

= (m — an]{n' b — to' j — ( tn' — an' ){nb — to ) 
— zb ■+■ — an') — to'( ni — an)^ 

de sorte qu’il vient ddja 

z{x — ay — 6) = to(/>^' — an' ) — to'(/tt. — an). 


Emplojons inaintenant la quantite \ cju’on nomme quotienl 
complet dans la tlieorie des fractions continues el qui resnlle de 
i’egalite 

in'\ m 

a pr ' , 

n A + « 

on aura 


eX 

m -- an = — pr , 

n k n 


, , e 

m — an = 

n A -f- « 


et, par suite, 


to(;n' — an') — to'(m — an) — 


to A — i“ to 

£ — r=i ’ 

nh-\-n 


1 X -f- I 

2 ft'X H- n 


Mais cette expression d^croit avec X sous la condition qiii 

est ici remplie ; son maximum a done lieu pour ~ i, et de la re- 
sulte qu’on peut poser 


D etant compris entre — i et -|- i . Ce point (itabli, il suffit de re- 
marquer qu’ayant 

ej = /iN' — n' N ~ n{ n' b — lo' ) — n' { nb — lo), 


e’est-a-dire 


z y = CO II' — co' /c, 


I’entiery est renferme entre les li mites 


n ~h n n ■+■ n 

H j > 

■2 2 , 


ce qui demontre le beau theoreme d^couvert par M. Tcliebyclief. 

Les expressions de x et conduisent facilemenl a une conse- 
quence qu’il n’esL pas inutile de remarquer. Supposons qu’on ait 
g — ah — 6 = 0 , g et h <5tant entiers ; je dis qu’ii partir d’une cer- 
Laine r^duite du d(^v(i]oppement de a en fraction continue, et pour 
toutes celles qui suivent, on trouvera constamment x = g^y z= h. 
La tlieorie des fractions continues donnant en elfet 

in 0 in' 0' 

a = — -h ; ) Ct- = — r -H — — 7/ > 

n nn n n n 

oil 9 et 0' d^signent des quantit^s moindres qiie I’unile, on obtient, 
en substituant dans la valeur b — g — ah, 

1 , 6 A , , , , , 0 A 

tih = ny — mh h , n b ~ n sf — in a -i y • 

n n 


VoLis voyez doneque, quand ii' d^passera a//,, nous aurons 



= mlN— w'iN, ejK = ni\— niN 
on en tire sur-le-champ 

^ = §■> y — ^' 

Si Ton suppose h — cC-^ cette remarque doiim 
pour la determination des diviseurs du second deg 
algebriques a coefficients entiers, lorsque le coeff 
haute puissance de I’inconnue est I’unlt^. 

Enfin, en passant de 1’A.rithmetique a 1'A.lgebr 
[’expression X. — UY — V, oii U et V sont des fo: 

ques donl la partie infinie est de la forme ~ ^ ■ 

sous une forme toute semblable les polynomes X < 
I’approximation la plus grande de la fonction V 

X — UY. Designons encore par ^ deux r(5du 

du developpement de U en fraction continue alg 
toujours £ = MN^ — M'N =±: I, et repr^sentons 
du developpement d’une fonction j\x) suivant le 
cendantes dela variable par [/(.a?)], on aura 

eX= IVI[N'V] - M'[NVJ, 
eY = N[N'V] - N'[NV]. 

. ]yj" _ . . IM ' 

Soit, de plus, la reduite qui suil^ et posons i 

e'X'=M'fN"V]-M"[N'Vb 
£'Y'= N'[N"VJ - N"[N'VJ. 

En observant que e' = — e, on en deduira 

£(X'- X) = (M"— M) [N' V] — M'[NV] — I\' 
e(Y'-Y) = (N"- N)[N'V]+ N'[NV]~ T 

Mais la loi de formation des r^duites dormant 
par q le quotient incomplet, 




N"= ^N'-f-N, 


eii posant 


0) = r/[N'V] -i-fNVJ-fN"V]. 

Cette formule se simplifie, si I’on remplace dans le dernier terme 
N" par sa valeur, et devient dvideminent 

w = <7[IS'VJ — L^N'V]. 

De la se tire I’expresslon des polynoines X et Y sous forme 
de series, telle que I’a donn^e M. Tchebychel dans sa lettrc a 
M. Braschmann, et je remplis I’intention qu’a bien voulu m’ex- 
primer I’illastre g^ometre en vous communiquant ce qui ura dte 
sng'gere par rdtiide de son beau travail. 

La consideration de la forme 

y- 3 2 

f -{x — ay — bzy-^ Y y’ 


ou S et 2 sont des quantitds variables essentiellement positives, 
qui donne une demonstration facile des resullais decouverts par 
Dirichlet sur les minima de la fonclion lindaire x ay con- 

duit egalement a la proposition de M. Tcbebycliel. Soil d’abord 
de sorte que I’invariant D ait pour expression 
je rappelle qu’un minimum de /, pour des valeurs entieres 
des Indetermindes, ayant pour limite superieure le double de I’m- 
variant, on a, quelles quesoientles quantites positives de L el «, 

{x-ay-bzy^^ Yii + — . 


et par consequent 


{x — ay — bzY <. 



X — ay — b z 



puis 


k2 <; I yi, ^4 < a 


Cela pose, je remarque en premier lieu que, si la limite supeiieure 
de z est inferieure a Vunite, on aura z = o, el les minima obtenus 
en faisant croitre t indefinimenl seront ceux de la fonction lineaire 
X — dy que donne le developpement de a en fraction continue. 
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Je me fonderai pour cela sur la remarque suivante : Con- 
sideranl line forme delinie a coefficients varialiles quelconques 
f[x^y^ z) = ax- H- a!y--\- a!' z-~\- . . . ; je suppose que, pour trois 
sjsteme.s de valeurs infiniment voisines de ces coeflicients, les 
minima soienl 

/(m, n,/)), f{ni\n'.p'), /( m", n", />") ; 

jedis que le determinant 

m m' ni 
A = ]i n' n!' 

P P' P" 

sera zero on I’unite. 

Soit en effet D I’invariant de /, AX^ + A' Y- — A'^Z- la 

transformee qui en resulte en faisant 

a; = /M X -f- m' Y -h m." Z . 
y =1 n\-{- n'Y ■+■ Ai"Z, 
z — /oX 4 - /)' Y -I- p"'L, 

et dont I’invariant sera, par consequent, A- D. Comme, pour toute 
forme definie, le produit des coefficients des carr^s des variables 
surpasse I’invariant, nous aurons AA'A">- A-D, ou bien 

fim, n,p)/{m', n',p')f(m\ n\p") > A’^ D. 

Mais on pent poser, en n^gligeant les quantit^s infiniment petites, 

/( OT, n, /? )< D ^2, /( m', n', />')< D /( /n", n\ /?" )< D 

et par consequent 

/{ m, n,p) f(ni', ?i\p')f{m", n\ p") < 2D, 

Nous en tirons la condition A- < 2, de sorte qu’on a bien A = o 
ou A = ±; I . 

Cela etablietrevenantalaforme /= (^x — ay — bzY 

je considere ^ et m comme I’abscisse et I’ordonnee d’un point rap- 
porte dans un plan a des axes rectangulaires, de sorte qu’a un sys- 



telles aires limltees par la partie positive de I’axe des abscisses 
s’oflrent d’abord lorsqu’en faisant varier t, on suppose u assez 
petit pour avoir ^ = o, et a deux aires contig'ues appartiennent 
deux minima successifs de x — aj^ ou bien deux I'dduites consd- 

(uitives -^5 ~ de a. Vo us voyez qu’en un point de la ligiie de sepa- 
ration de ces deux aires voisines, les valeurs des qiiantites t et u 
presentent cette circonslaace qu’une variation inliniment petite 
donne les minima correspondant aux deux sjstemes /u, /i, o et 
/u', n' , o. Suivons cette ligne jusqu’a son extremity ou elle aboulit 
a une nouvelle aire placee au-dessus des prdcedeates et a laquelle 
appartiennent les nombres m", n'\ p” . Nous introduirons, en sup- 
posant p" dill'drent de zdro, la condition que cette aire ne fassc 
plus partie de la premiere serie ou la troisieme indeterniinee est 
loujours nulle. Mais il enrdsulte que le determinant 




01 

m' 

m!' 

n 

n' 

n” 

0 

0 

P" 


ayant pour valeur ±/?", estlui-meme alors dilFerenlde zero ; or on 
a vu dans ce cas qudl est en valeur absolue dgal a I’lmitd, nous de- 
inontrons done ainsi que p" =±: ce qui etablil bien bexistence 
du minimum decouvert par M. Tchebyebef. Enlin et comme con- 
s<iquence de cette seconde uidthode, lu limitation prdcedemmcnl 


obtenue x — ay — trouve remplacee par celle-ci : 

X — ay — ■ 6 <C I® coefficient numerique ^ ^ est sen- 

siblement plus petit que 
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